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Prodlogo

En estos puntos se parte de las leyes de Kepler, que son leyes empiricas, para desarrollar la teoria
gravitatoria clasica.

La primera parte corresponde a un nivel para quien ya tiene avanzado el bachillerato o esta en su
primer ano de carrera pero aun no cursé la asignatura de mecéanica.

A partir de la seccién 6.2 el nivel ya requiere algunos conocimientos de mecénica analitica, aunque
es asequible siempre y cuando nos creamos alguna de los resultados obtenidos.

Se han dado dos métodos diferentes para llegar a los mismos resultados, el primero es un método
que he dado en llamar “matemaético” pues se basa més en las propiedades de la elipse y en resultados
matematicos puros que en los conceptos fisicos habituales. El segundo lo denominé “fisico” y se basa
en leyes de conservacién generales.

En el dltimo capitulo se dan un par de comentarios de modo muy breve y totalmente cualitativo,
pero que sin embargo revierten alguna importancia: la precesién de los dpsides y el problema de la
estabilidad de un tercer cuerpo.



Capitulo 1

Introduccion

Ya desde antiguo se observé el cielo y se comprobd que existian ciertos cuerpos que no se movian
igual que las estrellas, fueron llamados planetas, que significaba errantes, y fueron identificados con
deidades.

En la antigua grecia se propusieron diversos sistemas para ordenar el movimiento de estos planetas.
Aristarco de Samos propuso que el Sol estaba en el centro del Universo con los planetas girando a
su alrededor en oOrbitas circulares, pero la teoria que triunfé fue la de Ptolomeo, segun la cual era la
Tierra la que estaba en el centro con el sol girando en torno a él. Esa teoria pasé a la cultura cristiana
(y por tanto a la Edad Media europea) a través de Aristételes y sobrevivié hasta que en la época
renacentista Copérnico volvié a introducir la teoria heliocéntrica.

Por el siglo XVI un noble danés llamado Tycho Brahe y aficionado a la astronomia decidié que
habia que hacer anotaciones precisas de la posiciéon de los planetas en el cielo y ciiando se hacian,
pues hasta entonces se trabajaban con anotaciones vagas, viejas y poco rigurosas. Pasod, pues, su vida
haciendo estas anotaciones y, a su muerte, su discipulo y ayudante Kepler las hered6 y trabajé con
ellas hasta que encontro6 ciertas regularidades que expres6 en forma de tres leyes en los anos 1606 y
1619.

Posteriormente, a finales del s.XVII Newton publicé su ley de la gravitaciéon universal, unificando
la fuerza de atraccion celeste con la fuerza de atraccion terrestre. Esta ley fue considerada como valida
hasta el primer cuarto del siglo XX, cuando se publicé la teoria general de la relatividad de la que la
teoria de Newton es sélo una aproximacién para velocidades no comparables con la velocidad de la
luz.



Capitulo 2

Un poco de matematicas

2.1. Coordenadas polares

Generalemente cuando queremos situar un punto en un plano euclideo damos una triada de nimeros
(x,y,2) alos que denominamos coordenadas y que se refieren a ese punto de forma unica y, ademds, a
ese punto le corresponden tinicamente esas coordenadas; a esta triada se la suele denominar coordenadas
cartesianas del punto.

En ocasiones se nos presentan problemas con algin tipo de cualidad que hace aconsejable emplear
otro tipo de coordenadas. Por ejemplo, en el caso del célculo del potencial creado por una carga q de
acuerdo con la teoria electromagnética es muy aconsejable la utilizacién de coordenadas esféricas, pues
este potencial tiene lo que se llama simetria esférica. En el caso de estos apuntes las coordenadas mas
ltiles son las denominadas coordenadas polares.

Las coordenadas polares se definen en un plano (por lo que serédn dos) a partir de la distancia desde
el origen de coordenadas hasta el punto en cuestién (el vector que une estos dos puntos se denomina
radio-vector y el angulo que forman ese radio-vector con el eje de abscisas de un sistema de referencia
cartesiano aleatorio.
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Figura 2.1: Coordenadas polares y los versores radial y transversal

Pero es bien sabido del algebra béasica que para referirnos a un sistema de coordenadas en un
plano (un espacio R?) necesitaremos dos versores (vectores unitarios) que nos den una base, es decir,
linealmente independientes entre si. Parece obvio escoger como uno de las componentes de la base el
versor dirigido en la direccién del radio unitario y que denotamos como versor radial (4, ), mientras que
el otro lo escogemos girando el versor radial /2 radianes en el sentido del giro, es el versor transversal
(7).

Se puede ver en la imagen (2.1) que las expresiones para estos dos versores son:

U, = cos 07 + sen 07,

uy = — sen 07 + cos 07.



A diferencia de los versores base del espacio cartesiano R? en el que éstos permanecifan siempre
constantes, los versores polares varian con la posiciéon del punto, de modo que si éste punto depende
de un pardmetro t entonces el versor radial (y por definicién el versor transversal) también variaran.
Calculemos cémo son estas variaciones:

—0 sen 07 + 90089j = 9'u_},

Uy =
uy = —0cos 6t — Osen6j = —0uy,.,
en donde 2z = % es la derivada con respecto al parametro t.

Por tanto vemos que la derivada de un versor polar es linealmente dependientes del otro versor,
lo cual es una suerte pues hace innecesario el cdlculo de la derivada segunda de los versores, que
aparecera en el desarrollo de la teoria gravitatoria.

2.2. Velocidad y aceleracion en polares

Tenemos que, por definicién, el vector posicién de un punto en polares tiene la forma 7 = ru, donde
r es el médulo o distancia y ;. el versor radial. Veamos ahora cémo es el vector velocidad:

U =7 =7 + U, = 7, + rou;.

El primer término de la suma se corresponde con la velocidad radial y el segundo con la velocidad
transversal (existe si varfa el d4ngulo 6, es decir, si no es un movimiento en una dimension).
En el caso de la aceleraciéon tenemos:

@ =T = i, + i + 700, + 7o, + rfu,. = (7 — réz)u"; + (27’"9 + ré)d}.

El primer término se corresponde con la aceleracién radial y en él se puede diferenciar el término
correspondiente a la aceleracién del cuerpo y a la aceleracion centrifuga (que se opone a él); el segundo
término se corresponde a la aceleracién tangencial y se diferencia entre la aceleracion de coriolis y la
aceleraciéon angular.

2.3. Conicas

Las curvas cénicas son conocidas y estudiadas desde la antiguedad y reciben el nombre general de
cénicas por ser las curvas correspondientes a los cortes de un plano con un cono. Estas curvas reciben
nombres diferentes dependiendo de sus caracteristicas: circulo, elipse, pardbola e hipérbola y presentan
algunas regularidades que hace que sea 1til la introduccién de un punto denominado foco.

En general las ecuaciones en cartesianas correspondientes a estas curvas cuando estan situadas en
un sistema de coordenadas propio son las siguientes:

Curva Ecuacién Constantes (referidas al foco)
Circulo | 22 +y? = R? R=radio o distancia del punto al foco
2
Elipse ;”—Z +4&5=1 a=semieje mayor; b=semieje menor
Paréabola y? = 4qx g=distancia del origen al foco
2
Hipérbola 2—2 -H=1 a=distancia del origen a la hipérbola;
b? = c? — a?; c=distancia del origen a un foco

En el caso de la elipse (que nos va a interesar especialmente) los focos estdn a una distancia del
origen igual a a® — b? sobre el semieje mayor; generalmente a esta distancia se le llama a?e? en donde
e es la excentricidad de la elipse.



2.3.1. Las conicas en polares

Vimos en la tabla de la seccién anterior las diferentes ecuaciones en coordenadas cartesianas para las
curvas conicas, sin embargo estas expresiones difieren bastante unas de otras y es complicado estudiar
su comportamiento en general. Sin embago, cuando pasamos de la forma cartesiana de estas ecuaciones
a la forma polar (situando el polo en uno de los focos) encontramos que todas ellas se pueden escribir

de la forma
p

"= 1+ecosf’

donde 7 es la distancia del foco al punto, p es el pardmetro de la curva (que dependerd del tipo de
curva), e la excentricidad y 6 el dngulo de las coordenadas polares.

Curva ‘ Parametro Excentricidad

Circulo p=R e=0

Elipse p=a(l—e?) 0<exl1
Parébola p=2q e=1
Hipérbola | p = a(e? — 1) e>1



Capitulo 3

Leyes de Kepler

3.1. Enunciado de las leyes de Kepler

De los datos recopilados por Tycho Brahe Kepler dedujo tres leyes acerca del movimiento de los
planetas. Las dos primeras datan del ano 1609 y fueron publicadas en su libro Astronomia Nowva, la
tercera es del ano 1619 y fue publicada en la obra Harmonices Mundi Libri V. Generalmente se enun-
cian como sigue:

Primera ley
Los planetas describen érbitas elipticas en torno al Sol con éste en uno de sus focos.
Segunda ley
El radio-vector que une el Sol con un planeta barre areas iguales en tiempos iguales.
Tercera ley

La razén del cubo semieje mayor de una érbita respecto al periodo al cuadrado del planeta
permanece constante.

Maés adelante comprobaremos que la primera ley de Kepler se puede generalizar a cualquier tipo
de cénica y que la tercera ley de Kepler no es exactamente cierta (sélo es vélida cuando la masa de
uno de los cuerpos involucrados es despreciable frente a la masa del otro cuerpo).

3.2. Forma matematica de las leyes de Kepler

Conviene expresar matematicamente las tres leyes de Kepler para poder trabajar con ellas. Veremos
que las expresiones de las leyes primera y tercera son triviales, mientras que la expresién matemaética
de la segunda ley se deduce facilmente.

3.2.1. Primera ley

Figura 3.1: El sol con una preciosa elipse rodeandolo

Los planetas describen érbitas elipticas en torno al Sol con éste en uno de sus focos.



Es decir, situando el Sol en un foco y llamando r a la distancia entre el Sol y el planeta tenemos
que
___ P

1+ecosf’

en donde 6 empieza a contarse a partir del perihelio del planeta (el punto de la érbita més cercano al

Sol).

r

3.2.2. Segunda ley

El radio-vector que une el Sol con un planeta barre areas iguales en tiempos iguales.

Figura 3.2: Area de un triangulo y los vectores laterales

. . = = — N — _— —_—
A partir de la imagen (3.2.2) se observa que 7 A (7 + Ar) = 7 A Ar = 2AA, donde AA es el vector
superficie del triangulo sombreado en la figura. El cambio de este vector con el tiempo serd pues:

— AA 17AA 1
‘ _ raar e o, 2r_ 2
AAfth_{% titg%Q ; 7%5%27’/\ = —rAT.

Segun la segunda ley de Kepler esta velocidad areolar es constante, con lo que tenemos que en
polares el médulo es:

‘F/\f‘] = ‘ru_; A (ru_; + 7“9@)‘ = 7“29.[]:; =27 = 120 = 2c.

3.2.3. Tercera ley

La razén del cubo semieje mayor de una dérbita respecto al periodo al cuadrado del planeta
permanece constante.

Matematicamente eso se expresa del modo:

. "
ad a/S a 3
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Capitulo 4

Ley de la gravitacion universal

Newton publicé en sus Principia Mathematica de 1687 la ley de la gravitaciéon universal que expli-
caba tanto el movimiento orbital de los objetos celestes como la atracciéon gravitatoria de los cuerpos
sobre la Tierra. Esta ley se puede deducir a partir de la segunda ley de newton de la mecanica clasica
y las leyes de kepler y fue considerada como perfectamente valida durante més de doscientos anos,
hasta que Einstein publicé en 1915 su teoria general de la relatividad, de la que la teoria de Newton
era un caso especial a pequenas velocidades.

La forma matematica de la fuerza que el cuerpo 1 ejerce sobre un cuerpo 2 es

Mm
r2

—

Fip=-G Uy,

en donde G es una constante, M y m la masa de los dos cuerpos implicados, r la distancia entre los
dos cuerpos, ;. el radio-vector que une el cuerpo 1 con el 2 y el signo menos da constancia del caracter
atractivo de la fuerza.

Hay que hacer notar que bajo la forma anterior de la ley s6lo se podria aplicar a masas puntuales, es
decir, particulas que tienen toda la masa concentrada en ellas y, si quisiéramos tratar a un cuerpo que
ocupe un volumen determinado debemos hacer la suposicién de que se puede tratar como una particula
puntual con la masa del cuerpo antes de trabajar con él. Esto implica que la fuerza gravitatoria es
lineal (la fuerza total es la suma de todas las fuerzas que actiian). En realidad se comenta que esto es
asi mas adelante, en la seccién 6.1.1, con lo que durante hasta esa seccién el hecho se dard por cierto
sin demostracion.

4.1. Deduccion de la ecuacién de la gravitaciéon universal

De la segunda ley de Newton de la mecédnica clasica tenemos que F' = md lo que, sustituyendo la
expresién para la aceleracion obtenida en la seccién 2.2 y aplicada al caso en el que un cuerpo 1 atrae
a un cuerpo 2 tenemos que en general:

Fia=m ((7‘”‘ — r02)ii, + (276 + ré)u;) .

Si ahora tomamos la segunda ley de Kepler (seccién 3.2.2) y derivamos con respecto al tiempo
tenemos: . ) . ) .
720 = 2¢ = 2ri0 + 120 = 0 = 270 + 10 = 0,
donde dividimos por 7 ya que este término nunca puede valer cero (las dos particulas estarfan en el

mismo punto, lo cual es imposible desde el punto de vista cldsico). Vemos pues que el término de la
aceleracion tangencial es nulo como resultado de la segunda ley de Kepler, tenemos pues que:

F;Q =m(F — réQ)u';.

Para ver cudnto vale la resta i — r2 debemos obtener el valor de # (tomamos la primera ley de
Kepler (seccién 3.2.1) y derivamos dos veces respecto al tiempo) y el valor de 6% = 4c?/r3 como se



comprueba ficilmente a partir de la segunda ley de Kepler. Para # tenemos pues:

pe sen 00 p2e sen 06 r2esenfd  2ce
;= - = = —senb,
(I+ecosf)?2 p(l+ecosh)? P
2 . 29 . AP
ﬁ:Ecos%:T 0600890:20050.
P r?p r’p

Por tanto el valor de la aceleracion radial es:

4c%e ﬁ B 4¢? (ecos@ 1) B 4c? 4c?

i —rf* = ——cosf — ) " = ——(ecosf — (1 +ecosb)) = ———

r2p FEEE r2p r2p’
con lo que la expresion de la fuerza de la gravedad queda como:

42
r2p

- 1.
Uy = _mUOﬁum

F12 = —m
donde se agruparon en el término U, todas las constantes. Teniendo en cuenta ahora la tercera ley de
Newton de la mecédnica clasica tenemos que Fjo = —F5; y, ademas, tenemos que Fp = (MU/T‘2)U_;~,
con lo que se obtiene:

U U
MU =mUy = —2 =~ =G =Uy=GM,
M m
y finalmente llegamos a:
- M
F12 = —G—;nuj
r

10



Capitulo 5

El problema de dos cuerpos
(Matematico)

Hemos visto que las leyes de Kepler implican la ley de la gravitacién universal de Newton, pero para
comprobar que ambas son equivalentes tenemos que ver si la ley de Newton implica necesariamente
las leyes de Kepler, este problema se conoce como el problema de los dos cuerpos.

5.1. El centro de masas

Figura 5.1: Centro de masas de dos cuerpos y los vectores posicion y relativo

Supongamos que tenemos dos masas puntuales y, como tales, se atrae segtin la ley de gravitacién de
Newton. Para conocer la posicién de los cuerpos tendremos que integrar dos veces la ecuacién vectorial
de Newton, lo que implica que serd necesario dar seis cantidades diferentes para tener el problema
totalmente resuelto. Estas cantidades pueden ser las tres componentes de los vectores posiciéon de
Cada una de las particulas o bien tomar las tres componentes del vector posicién del centro de masas
Roy = % y las tres componentes del vector 7 = 7 — 7} que nos da la posicién relativa del
segundo cuerpo respecto al primero.

Escogiendo esta segunda posibilidad la solucién corresponde a observar cémo evoluc10na espacial-
mente el centro de masas y c6mo se mueve un cuerpo respecto al otro. Partiendo de F12 = MoTs,
F21 = mir1 y F12 = —F21 tenemos que mq7y + mois = 0, que al mtegrarlo dos veces nos queda
miT] + mareg = At + B. Finalmente, dividiendo por mi + msy obtenemos que RCM =at+ b es decir,
el centro de masas se mueve con un movimiento rectilineo uniforme y podemos escoger un sistema de

referencia en el que esté en reposo.
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5.2. Movimiento relativo de los dos cuerpos

ml 1m2

Tenemos que F12 = m2r2 = -G 2 ur, Fgl = m1r1 = G™L2q. Si smlphﬁcamos las expresiones
y las restamos obtenemos la ecuacion F=1— 1 = fG%ur = —7;3 donde agrupamos en
el término ~ las constantes y expresamos el versor como el cociente entre el vector y su modulo.
Resolviendo esta ecuacion diferencial vectorial de segundo orden que nos da el movimiento relativo
entre los cuerpos tendremos ya totalmente resuelto el problema. Este movimiento recibe el nombre de

movimiento kepleriano.

5.2.1. Primeras integrales

Si tomamos la ecuacién diferencial vectorial anterior y calculamos el producto A 7 observamos
que es igual a cero, con lo cual su integral primera serd igual a una constante. Si diferenciamos A 7
respecto al tiempo vemos que nos da justamente el producto vectorial anterior, por lo que ¥ A7 = k
donde k es un vector constante. Ademés vemos que este producto vectorial es justamente el doble de
la velocidad areolar, con lo cual hemos llegado a la begunda ley de Kepler.

Si ahora hacemos el producto mixto 7+ (7 A F) =7 k= 0, con lo que el vector posicién de un
cuerpo respecto a otro es permanentemente perpendicular a un vector constante, esto implica que el
movimiento se da en un plano.

5.2.2. Segundas integrales

Miés adelante necesitaremos las siguientes dos relaciones: ¥ A (7' A 77) (F-F)F—(F-F)Fy 7 ¥ =rf

Esta segunda se demuestra derivando respecto al tiempo la igualdad 72 = r2.
R a ., NUT, ., o o o nu ol
ANk = 3 AN(FATF) = 5 [(T-T)r— (7 F’)r} =3 {(rr)r—r 7‘} ,

donde € es un vector constante de integracion que se denomina wvector excentricidad y se denomina
con la letra ¢ al angulo que forma este vector con el radio-vector.
Si ahora multiplicamos escalarmente 7 por ¥ A k obtenemos:

7 (FAK) :7<+F~€) =(r+recos¢) = yr(l + ecos @),

en donde pusimos k? = 4c¢? para ser consecuentes con la notacién empleada en la formulacién ma-
tematica de las leyes de Kepler. Despejando r de esta férmula tenemos:

Ac?/y

"= 1+ecose’

que es la ecuacién polar de las cénicas con pardametro igual a 4¢? /7, es decir, obtuvimos la primera ley
de Kepler.

Hay que hacer notar que ain no tenemos resuelto totalmetne el problema, los vectores que hemos
empleado para las integraciones (E y € son perpendiculares entre si y por lo tanto sélo cinco de sus
seis componentes son independientes entre si, atin nos falta relacionar el vector posicién con el tiempo,
esto lo haremos al formular la ecuaciéon de Kepler, en la seccién 5.3.

12



5.2.3. Deducciéon de la tercera ley de Kepler

Ya vimos en la seccién 3.2.3 que segin Kepler la razén entre el cubo del semieje mayor y el cuadrado
del periodo es constante. Veremos que esto no es del todo cierto.

Durante el desarrollo de las ecuaciones obtuvimos las igualdades v = G(M + m) = ac? dc?

p ~ a(l—e?)
en donde la dltima igualdad es valida para las drbitas elipticas (ya que usamos el pardmetro de la
elipse), como es el caso de las érbitas de los planetas.

Para saber el valor de ¢ (recordemos, la velocidad areolar) nos fijamos en que el drea recorrida en

el perfodo de la érbita es toda la elipse, de este modo tenemos que ¢ = %2 = ma’yi=e? Vl_ez, donde se usa

T T
el resultado b? = a?(1 — €?). Por tanto tenemos:
420t (1 — e?) a’
=G(M = J _4r?
7 (M +m) T2a(1 — €2?) e
Am2a (1 — €?) a’®
/I G(M N — =4 22
V=G ) = Ty T A

con lo cual obtenemos el resultado )
M+m  a®/T?

M+m'  a3/T?

Esa expresién sélo es una constante cuando m = m’ y se aproxima mucho cuando M >> m,m/’,
como es el caso del Sol y los planetas (salvo los gigantes gaseosos, como Jupiter).

Con este resultado observamos que a partir de la ecuaciéon de gravitacién universal de Newton
podemos llegar a obtener las tres leyes empiricas de Kepler, por lo que ambas son equivalentes y por
tanto hablar de las leyes de Kepler implica, necesariamente, hablar de la ley de Newton.

5.2.4. Integral de la energia. Velocidad del cuerpo orbitante

Pasaremos ahora a resolver la integral de la energia, ésta no es una energia desde el punto de
vista fisico, es un resultado matematico que nos ayuda a conocer cuanto valdra el médulo del vector
velocidad del cuerpo orbitante en cada punto de su érbita. Para una discusién més rigurosa acerca de
la energia véase més adelante la seccion 6.3.4. El desarrollo es el que sigue:

— V=7 =r =y = ——— = -~ —=~v— | = |.
2 dt 2 dt 7 r3 r3 77“2 Pydt r

Si ahora integramos esa igualdad llamando a la constante de integracién integral de la energia y la
denotamos por h obtenemos el resultado
L,

v
—v° — = = h.
2U T

Ahora tendremos en cuenta resultados anteriores para llegar al valor del médulo de la velocidad:

ol — 2 2y 4c%e?
=V — — =
T p?

4c? 2
sen? ¢ + %(1 +ecos¢g)? — 1(1 + ecos o),
p p

2h = 1( Zsen? ¢ + 14 2ecos ¢ + e? cos® ¢ — 2 — 2ecos @) = 1(6271).
b b

De este modo llegamos a:

2 2 2 e2-1
v2=w+2h=7+”<e2-1>=v<+ )
T ' P T p

Por tanto vemos que la velocidad depende de la distancia de la particula al foco, la constante vy que
depende de la masa y el parametro y la excentricidad de la orbita. La siguiente tabla es un resumen
de los cuatro casos posibles para estos valores.

13



‘ Circular Eliptico Parabdlico Hiperbdlico

Excentricidad e=0 O<exl1 e=1 e>1
Pardmetro a a(l —e?) 2q a(e? —1)
Integral energfa —v/2a —v/2a 0 v/2a
Velocidad cuadrado ~v/a ~[(2/r) — (1/a)] 2v/r ~y[(2/7) + (1/a)]

Como podemos observar el valor de la integral de la energia es negativo cuando la 6rbita es cerrada.
Este resultado es méds importante de lo que parece a simple vista, ya que nos permite saber qué tipo de
orbita tenemos sélo con conocer el valor de la energia; esto se estudiard con mas detalle en la secciéon
6.3.4.

5.3. Ecuacion de Kepler

ZAA

Figura 5.2: Eleccion del origen para la integral de Kepler

Esta ecuacion también se conoce como ley horaria del movimiento kepleriano eliptico y es la que
nos relaciona la posicién de un cuerpo con el tiempo. Para empezar definimos el movimiento medio
como n = 27 /T, resultado que implica que v = (472 /T?)a® = n%a3.

Ahora bien, en la seccién anterior obtuvimos el resultado v? = n2a®[(2/r) — (1/a)] = 72 +v? y

sabemos que v? = n2a*(1 — €?)/r?, por tanto:

et (1) )
T a T

I
(V]
=)
o
I

por tanto, sacando la raiz cuadrada, obtenemos la ecuacién que liga la distancia r con el tiempo
t. Para integrar completamente el problema necesitamos la posiciéon de la particula en un instante
determinado, por lo que supondremos que pasa por el perihelio (r = 7¢) en el instante 7. De este modo

tenemos: .
d ’ d
l:i@\/mj/ rdr = [ +nat.
de¢ r ro a\/m T

Esta integral no es facil de resolver en principio, pero realizando el cambio de variable r = a(1 —
ecos E) y escogemos el signo positivo nos queda:

E t
/ (1—ecose)dE:/ndt:>E—esenE:n(t—T)=M,
0 T

ecuacién conocida como ecuacion de Kepler y que no tiene solucién analitica, con lo que esta tabulada
y se tiene que resolver mediante aproximaciones. Durante la resolucién de la ecuacién diferencial
nos vimos obligados a introducir dos nuevas variables: mientras ¢ es la anomalia verdadera, E es la
anomalia excéntrica y M la anomalia media.
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Capitulo 6

El problema de dos cuerpos (Fisico)

Ya hemos resuelto completamente el problema de dos cuerpos de un modo bastante alejado de
conceptos fisicos habituales como son la energia o las leyes de simetria. En esta secciéon nos ocuparemos
de este caso a partir de la mecéanica analitica y terminaremos concluyendo de nuevo las ecuaciones de
Kepler como consecuencias fisicas.

6.1. EIl potencial gravitatorio

A partir de la ley de gravitacién universal vemos que la fuerza gravitatoria entre el Sol y los
planetas uno a uno es Fo; = —GMU"“ u, en donde My es la masa del Sol y m; la masa del planeta
correspondiente. Es decir, en el calculo de la fuerza gravitatoria que ejerce el Sol sobre otro cuerpo
siempre aparece el término —g-3* Mo = a 0 = g al que denominaremos campo gravitatorio producido
por el Sol. Podemos generahzar la expresmn al campo producido por cualquier cuerpo sin mas que
sustituir la masa del Sol por la masa del cuerpo tratado.

Este campo vectorial tiene dimensiones de fuerza partido por masa, es decir, dimensiones de ace-
leracién. Si calculamos el campo creado por la Tierra en la superficie de ésta (es decir, m es la masa
terrestre y r el radio terrestre) obtenemos un valor aproximado de 9,81ms~!, valor de sobra conocido.
Ahora podemos manejar un poco la expresiéon del campo gravitatorio para llegar a un resultando muy
interesante:

G=-GMZ = —GM@C) = —VG—M Vo,

es decir, el campo gravitatorio se puede escribir como gradiente de un campo escalar, lo cual implica
que el campo gravitatorio es conservativo. Esta funcién & se llama potencial gravitatorio y tiene
dimensiones de energia por unidad de masa.

Hay que hacer notar que para definir ® tenemos que realizar una integral y por tanto el potencial
gravitatorio no estd completamente determinado, sélo las diferencias de potencial son significativas.
Generalmente esto se soluciona atribuyendo el valor ® = 0 a r = oo. Con esta convencién la expresion
para el potencial es:

M
d=-G—.
T
Si la masa no es la de una particula potencial, siné que se trata de una distribucién volumétrica

de densidad p, o bien una superficial de densidad ¢ o bien una lineal de densidad A tenemos respecti-
vamente que:

dv
(I):_vapi’
r
_ —Gf o dS’
'
A di
@:_GL.
r
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Si calculamos el trabajo por unidad de masa que debe realizarse sobre un cuerpo situado en un
campo gravitatorio para desplazarlo una distancia dr tenemos:
aw —§-dif =V - dF = do,
m
es decir, la diferencia de potencial gravitatorio nos da el trabajo por unidad de masa necesario para
trasladar un cuerpo de un punto a otro dentro de un campo gravitatorio. Entonces, para calcular
el trabajo necesario tendremos que multiplicar la variaciéon de potencial gravitatorio por la masa del
cuerpo en cuestion, esta nueva funcién se denomina energia potencial y es igual a U = m®, ademas la
fuerza toma la expresion F=-VU.
En definitiva, un cuerpo cualquiera, por el simple hecho de estar en un campo gravitatorio,
tendra asociado una energia potencial que se suele referir como energia potencial “del cuerpo”; a
pesar de estar asociada a la presencia del campo.

6.1.1. Campo exterior de una esfera maciza y una hueca

Para calcular el campo exterior de una esfera hueca de radio interior a, radio exterior b y densidad
homogénea p tenemos que calcular la integral

T T 2
/ gdV = —G/ / / %r/2 sen 0 dr’ d de,
1% o Jo Jo T

en donde 7 es la distancia desde cada punto de la esfera al punto donde queremos calcular el campo.
Este calculo se realiza en muchos libros y aqui ponemos simplemente su resultado: el campo en el
exterior es independiente del orden interno del cuerpo y, en el caso de una esfera, es equivalente al caso
de una masa puntual situada en el centro de la esfera y con masa igual a la masa de toda la esfera.

6.2. Lagrangiana del problema de dos cuerpos

Figura 6.1: Vectores relativos de los cuerpos respecto al centro de masas

Ya se ha visto anteriormente que el centro de masas en el problema de dos cuerpos se mueve a
velocidad uniforme. Por otro lado se puede demostrar que los vectores que van desde el centro de
5 — m2 g > — M g
masas a cada uno de los cuerpos ly2 son R, = Py y Ry = mytmg - o
Por otra parte la lagrangiana de un sistema de dos particulas sera la suma de las energias cinéticas

de las dos particulas menos la energfa potencial, es decir, L = Im1|Fi| + tmo|7s| — U(r). Juntando

esta expresién con las dos anteriores tenemos que la lagrangiana queda en la forma L = % ,u|ﬂ —-U(r),
donde p = % es la masa reducida del sistema, es decir, la lagrangiana es equivalente a la de
una sola particula con masa la masa reducida del sistema en un campo con potencial U(r). Una vez
resuelto el problema se pueden volver a calcular los vectores R y Ré, pero esto carece de interés en

la mayoria de los casos y es més 1til conocer el movimiento relativo de los cuerpos.
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6.3. Teoremas de conservacion - Primeras integrales

Al haber eliminado del estudio el movimiento del centro de masas por ser éste uniforme la con-
servacién del momento lineal no anade nada nuevo a la descripciéon del movimiento, asi que no se
discutira.

6.3.1. Conservacion del momento angular

Como la energia potencial de la particula sélo depende de la distancia de ésta al centro de masas el
problema posee un tipo de simetria que se denomina simetria esférica, es decir, el comportamiento de
la particula no depende de la orientacién de ésta, siné sélo (como ya se ha apuntado) de su distancia
al centro de masas. Bajo estas condiciones decimos que el momento angular del sistema se conserva,
es decir, L=7A p = cte.

Esta relacion implica que el vector posicion y el vector momento son siempre perpendiculares a
un vector constante, por lo que tenemos que el movimiento ocurre en un plano. Si ahora expresamos
nuestra lagrangiana en coordenadas polares tenemos L = 1 (72 +7202)—U(r) y resolviendo la ecuacion
de lagrange para el dngulo obtenemos:

oL doL _
80 dt oo
oL _,_doL_
=0 =" " datos
OL .
= — = urf = cte.
Po o0 1%

Por tanto la cantidad py constituye una integral primera del movimiento que denotaremos [ y va
asociada al momento angular, permaneciendo constante con el tiempo. El significado geométrico de
!

este valor es evidente, recordando que la velocidad areolar es %7"29 = 3, = cle tenemos la segunda

ecuacién de Kepler como consecuencia de la conservacién del momento angular.

6.3.2. Conservacion de la energia

Ante la ausencia de fuerzas disipativas tenemos que la energia total F = T + U de un sistema se
conserva, en el problema que estamos tratando la expresién toma la forma siguiente:

1. 1
E=-w?+-— .
Mt +U(r)

6.3.3. Energia centrifuga. Potencial efectivo

En la expresién de la energia podemos diferenciar tres sumandos que pasamos a asociar a los
tipos de energia habituales. El primer sumando se reconoce facilmente como la energia cinética de
la particula de masa u, ya que 7 es la velocidad a la que se traslada. El tercer sumando es la forma
genérica del otencial con el que estamos tratando.

Es el segundo sumando el que hay que analizar mas en detalle, tenemos que la energia la podemos

. 2 A . . 7’ .
expresar mediante %# = %M?"292 = U,, si la consideramos como una energia potencial podemos
calcular su fuerza asociada como F, = —aalff = urf?, que no es ni mas ni menos que la fuerza

centrifuga, una fuerza ficticea que aparece en sistemas giratorios. Por tanto, podemos considerar que
la energia del problema en cuestion se puede separar en la energia cinética de la particula y un potencial
efectivo que agrupa tanto al potencial gravitatorio como al potencial centrifugo: Vey = U(r) + 21&%

En el caso del potencial gravitatorio vemos que el potencial toma la forma U(r) = —k/r, con lo
cual el potencial efectivo es V.y =
U(o0) = 0.

Sz =, que se anula en el infinito debido a la eleccién de que
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Figura 6.2: Potenciales gravitatorio, centrifugo y efectivo

6.3.4. Estudio cualitativo de las orbitas

Teniendo en cuenta las consideraciones anteriores acerca de la energia podemos sacar algunas
conclusiones. En la imagen (6.3.3) podemos diferenciar tres regiones. En la primera tenemos E > 0
y el movimiento no esta confinado. Una particula con esos niveles de energia vendrd desde el infinito
hasta encontrarse con una barrera de potencial en su r,,;, que provocard su progresivo alejamiento
creciendo r indefinidamente. Hay que tener en cuenta que la velocidad de la particula en un punto rg
determinado serd la diferencia entre la energia Ey que posea la particula y el valor de V..

Cuando la energia total sea negativa (estos valores negativos se deben a la exigencia de que el
potencial se anule en el infinito, nada m4s) y su valor se encuentra entre cero y el valor minimo del
potencial efectivo la particula oscilard entre un r,,;, y un rpyq., que son las distancias apsidales de la
orbita.

Si la energia coincide con el valor minimo del potencial efectivo entonces la particula siempre se
encuentra a una distancia rq fija, siendo 7 = 0 y el movimiento serd, por tanto, circular.

Para valores inferiores al valor minimo del potencial efectivo no existen movimientos reales, pues
implicarian velocidades imaginarias.

6.4. Ecuaciones de movimiento

A partir de la expresion de conversacién de la energia podemos despejar 7 y obtenemos:

d 2 12
F= = | S(E-U) - ——.
dt 1 272
De este modo podemos obtener ¢ = ¢(r) y, por lo tanto, r = r(¢) y el problema estaria solucionado,

sin embargo resulta de mayor interés obtener la trayectoria en funcién de r y 6. Haciendo df =
40 dt qp — gdr y sustituyendo los valores ya conocidos de 6 = lur? y 7 (que es la ecuacién anterior)

dt dr
/ / (1/7?)
2u(E — Vef

obtenemos:
Si sustituimos el valor del potencial efectivo en la ecuacién y hacemos el cambio de variablesn = 1/r

obtenemos: 1d
/ 46 = / il .
l2 2
RAC
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Resolviendo esta integral por medio de tablas obtenemos que

1— (12/kpur) ) . cosf = (1?/kpr) — 1

1+ (2E12/uk?) \/W

Que, como se puede ver sin mas que un simple juego algebraico, es la ecuacién en coordenadas
polares para una cénica con uno de los focos centrado en el polo en la que el pardmetro vale p = I?/uk
y la excentricidad estd relacionada con la energia mediante e = /1 + (2E12/uk?), esto se corresponde
con la primera ecuacion de Kepler y es, como vimos, una consecuencia de la conservacién de la energia.

Con esa correspondencia entre la excentricidad y la energia podemos volver hacer la siguiente
relacion:

6 —71/2=sen"! (

Energia Excentricidad Orbita
E < Viin e<0 No tiene sentido
E = Viin e=0 Circular
Vinin < E <0 0<exl1 Eliptica
E=0 e=1 Parabdlica
E>0 e>1 Hiperbdlica

Ahora se pueden repetir casi igualmente los pasos de las secciones 5.2.3, 5.2.4 y 5.3 para llegar a
encontrar la tercera ley de Kepler y la ecuacién de Kepler, por lo cual no lo repetiremos aqui.
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Capitulo 7

Algunas consideraciones

7.1. Precesion de los apsides

El hecho de que la fuerza de la gravedad varfe con la inversa del cuadrado de la distancia de
los cuerpos implica que toda 6rbita elipticaes perfectamente cerrada, es decir, el punto en el que se
encuentran los dpsides no variara. Fue Newton quien apunté esta cualidad y la propuso como método
para falsar su teoria.

Estrictamente es de esperar una pequena precesion de los dpsides, una variacién de su posicién
cuando el cuerpo realiza una Orbita completa debido a la influencia de los otros cuerpos del Sistema
Solar. Esta precesion es muy pequena y se detecta mejor en los planetas interiores. Por ejemplo, para
Mercurio se comprobd que la precesién equivale a 574 segundos de arco por siglo. Calculos detallados
probaron que la precesién que cabria esperar como influencia de los otros planetas es de 531 segundos
de arco por siglo, habia por tanto un déficit de 43 segundos de arco por siglo sin explicacién.

Se hicieron cédlculos para intentar determinar un posible planeta interior méas cercano al Sol que
Mercurio, al que incluso se le llegé a llamar Vulcano, sin embargo este planeta nunca se encontré donde
deberia estar para explicar las imprecisiones de Mercurio. Fue con la llegada de la teoria general de la
relatividad que se consiguié explicar este déficit de 43 segundos de arco merced a un término que, si se
desprecia por ser pequeno, nos conduce a la expresion de Newton de la ley universal de la gravitacién.

7.2. El problema de tres cuerpos

Hemos visto que el problema de dos cuerpos es completamente resoluble, sin embargo si anadimos
un tercer cuerpo al sistema nos encontramos ante unas complicaciones que hacen que, en general, el
problema no sea resoluble de forma analitica y hay que abordarlos con herramientas como la teoria de
perturbaciones.

Otro problema de interés es el problema restringido de tres cuerpos, es decir, suponiendo que la
masa del tercer cuerpo es despreciable frente a la de los otros dos tendriamos que encontrar los lugares
donde ese cuerpo se podria encontrar en equilibrio estable (ya que la presencia de este cuerpo no
perturba a la érbita relativa de los otros dos).

Este problema fue resuelto por Lagrange, que encontré cinco puntos de equilibrio en los que un
tercer cuerpo se moveria a la par con el otro sistema. Por ejemplo, en el sistema Sol-Tierra el ter-
cer cuerpo orbitarfa a la misma velocidad que la Tierra. De estos cinco puntos tres (L1, L2 y L3)
corresponden a un equilibrio inestable y los otros dos (L4 y L5) a equilibrio estable.

El punto L1 permite una visién constante del Sol y por eso en él estd situado el observatorio solar
SOHO, en el punto L2, que siempre estara tapado del Sol por la Tierra, se prevee situar un telescopio
espacial. Estos dos satélites se tienen que estabilizar aproximadamente cada tres semanas.

En los puntos estables L4 y L5 se prevee encontrar asteroides y particulas de polvo que cayeron
en ese pozo de potencial. En efecto, se han encontrado estos asteroides (que se suelen llamar griegos
y troyanos o simplemente troyanos) en dichos puntos en diversos sistemas, por ejemplo, los sistemas
Sol-Tierra, Tierra-Luna, Sol-Jupiter, Sol-Saturno..., con lo cual la solucién al problema obtiene un
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Figura 7.1: Puntos de Lagrange

importante respaldo como solucién 1til y no una simple curiosidad académica, como fue considerado
durante mucho tiempo.
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