Índex

1Índex


2Introducció


3Oscil·ladors


31.
Oscil·lador harmònic simple


31.1.
Solució formal


31.2.
Casos estudiats


41.3.
Resultats obtinguts


51.4.
Discussió dels resultats


52.
Oscil·lador infraesmorteït


52.1.
Solució formal


62.2.
Casos estudiats


62.3.
Resultats obtinguts


72.4.
Discussió dels resultats


83.
Oscil·lador sobreesmorteït


83.1.
Solució formal


83.2.
Cas estudiat


83.3.
Resultats obtinguts


93.4.
Discussió dels resultats


94.
Oscil·lador amb esmorteïment crític


94.1.
Solució formal


94.2.
Cas estudiat


94.3.
Resultats obtinguts


104.4.
Discussió dels resultats


105.
Comparació dels oscil·ladors esmorteïts


126.
Oscil·lador forçat


126.1.
Solució formal


126.2.
Casos estudiats


136.3.
Resultats obtinguts


156.4.
Discussió dels resultats


157.
Oscil·lador ressonant


157.1.
Solució formal


167.2.
Cas estudiat


167.3.
Resultats obtinguts


187.4.
Discussió dels resultats


198.
Oscil·lador esmorteït i forçat


198.1.
Solució formal


208.2.
Casos estudiats


208.3.
Resultats obtinguts


228.4.
Discussió dels resultats





Introducció

L’objectiu del present treball és estudiar les diferents propietats dels oscil·ladors harmònics que hem estudiat a les classes de teoria de l’assignatura Mecànica i Ones, situada al tercer semestre de la llicenciatura de Física, a la Universitat de Barcelona.

Aquest estudi dels oscil·ladors es basarà en un programa applet de simulació escrit en Java pel doctor Hwang. Aquest programa té la capacitat de simular el comportament d’un oscil·lador harmònic composat per una molla a la qual s’hi penja una partícula de massa determinada. L’elongació “x” de la molla es pren en referència de la posició d’equilibri de la molla amb la massa ja penjada. Algunes de les propietats del programa són:

· Possibilitat de triar la posició inicial del cos.

· Capacitat de triar el valor de la constant de la molla, així com la massa de la partícula penjada.

· Obtenció de la gràfica x(t) (en blau) i v(t) (en vermell) als mateixos eixos.

· La constant de fricció amb el medi que pateix la partícula es pot ajustar a voluntat. Se suposa que la fricció és proporcional a la magnitud de la velocitat i actua en la direcció oposada a aquesta.

· Possibilitat de triar tant l’amplitud com la freqüència d’una força exterior de forçament de tipus sinusoïdal. La freqüència exterior es tria ajustant el paràmetre c, que representa el quocient entre la freqüència de la força i la freqüència del sistema sense forçament (però amb fricció, si fos el cas).

· Es poden mesurar les coordenades de les diverses parts d’una gràfica posant el mouse de l’ordinador en aquell punt.

Algunes de les limitacions del programa que hem de tenir en compte són:

· La velocitat inicial de la partícula no pot ser ajustada, sempre tindrà valor zero.
· L’àrea de visualització és limitada, en alguns casos la gràfica no cap dins de la pantalla del programa.
· No s’especifica les unitats en que es donen els paràmetres ni les mesures sobre les gràfiques. Com que en realitat només té sentit la relació entre les unitats, en aquest treball es treballarà sempre amb unitats del sistema internacional, excepte en el cas de la mesura d’elongacions de la molla, ja que no té sentit parlar d’estiraments de l’ordre dels metres per una molla ordinària; en aquest cas es farem servir simplement unitats de longitud.
Oscil·ladors

1. Oscil·lador harmònic simple

1.1. Solució formal

Un oscil·lador harmònic simple es composa d’una massa, “m”, sotmesa només a la força elàstica de recuperació d’una molla, que és proporcional a l’elongació (desplaçament respecte la posició d’equilibri, un cop penjada la massa, que designarem amb la lletra “x”) i té sentit contrari a aquesta; el factor de proporcionalitat, “k”, rep el nom de constant recuperadora de la molla. Aplicant la segona llei de Newton a aquest sistema podem obtenir l’equació diferencial del moviment:
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On hem definit 
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, la freqüència natural de la molla. La solució general d’aquesta equació diferencial pot ser expressada de la forma següent:
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Per al nostre cas, les condicions de contorn exigeixen que a l’instant inicial la posició sigui x0 i que la partícula estigui aturada. Aplicant aquestes condicions inicials l’equació particular del moviment de la partícula serà:
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Com podem veure, la partícula efectuarà oscil·lacions harmòniques al voltant de la posició d’equilibri, amb una amplitud igual a la posició inicial i amb un període igual a:
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1.2. Casos estudiats

Per l’oscil·lador harmònic simple estudiarem dos casos diferents. Per cada cas, realitzarem dues simulacions, una amb un valor de la posició inicial gran i una segona amb un valor de la posició inicial més petit, amb l’objectiu de comprovar que l’amplitud del moviment sempre és la posició a l’instant inicial. Els dos casos estudiats corresponen a:

	
	Cas I
	Cas II

	m / kg
	1
	9

	k / N·m-1
	1
	3


Per a cada cas, l’amplitud del moviment esperada serà igual a l’alçada des de la qual s’ha deixat anar el cos penjat a la molla. A més, esperem que aquesta amplitud es mantingui constant al llarg del temps. D’altra banda, el període de cada moviment dependrà només de la massa penjada i constant de la molla. Per als casos estudiats, els períodes esperats són:


[image: image6.wmf]s

8828

.

10

3

2

3

9

2

k

m

2

T

2

cas

s

2832

.

6

2

1

1

2

k

m

2

T

1

cas

2

1

»

p

=

p

=

p

=

»

p

=

p

=

p

=


1.3. Resultats obtinguts

· Cas I
La gràfica obtinguda per un valor gran (negatiu) de la posició inicia és:
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La gràfica obtinguda per un valor més petit de la posició inicial és aquesta:
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Per al primer cas, l’amplitud és de 85 unitats, mentre que en la segona simulació és de només 47 unitats. El resultat obtingut del càlcul experimental del període, a partir de efectuar la mitja del període entre deu oscil·lacions:
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· Cas II

Partint d’una posició inicial gran (negativa) s’obté la següent figura:
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En la següent pàgina veurem el resultat d’aplicar la simulació en Java per a un altre valor més petit de la posició inicial:
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En la primera gràfica l’amplitud del moviment és de 60 unitats, mentre que per al segon cas l’amplitud és més petita, de només 17 unitats. Pel que fa al període del moviment, el càlcul doina el resultat següent:
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1.4. Discussió dels resultats

Com es pot veure a les gràfiques presentades, l’amplitud del moviment es manté constant al llarg del temps, i coincideix amb el desplaçament del cos en el moment inicial, tal com indicava la solució matemàtica de la segona llei de Newton. De la mateixa manera, es pot comprovar com la velocitat (traça vermella) és màxima quan el cos passa per la posició d’equilibri (la traça blava talla l’eix negre). De la mateixa manera, la velocitat s’anul·la i canvia de signe quan el cos arriba a la amplitud màxima (la traça blava arriba a un màxim o a un mínim).

Pel que fa al període, comparem els valors obtinguts amb els esperats:

	
	T esperat / s
	T obtingut /
	Error

	Cas I
	6.2831
	6.30 ± 0.02
	0.27%

	Cas II
	10.8823
	10.91 ± 0.03
	0.26%


Com es pot veure, el valor calculat es correspon força exactament amb el valor esperat. Les discrepàncies relatives són molt petites, menors del 0.3%.

2. Oscil·lador infraesmorteït

2.1. Solució formal

Sobre un oscil·lador harmònic on es considera la força de fregament amb l’aire actua una força proporcional a la velocitat i de sentit contrari a la mateixa. La constant de proporcionalitat, b, és el coeficient de fregament. A més, actua la força elàstica comentada l’apartat 1.1. Així, doncs, aplicant la segona llei de Newton obtenim l’equació diferencial del moviment:
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On s’ha arreglat definint 
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 de la forma habitual. La solució general d’aquest moviment serà la solució general, però en aquest moment hem d’especificar el tipus d’esmorteïment. Per al cas d’esmorteïment feble tenim 
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 i la solució general és:
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Aquest serà un moviment harmònic d’amplitud variable, decreixent, en el temps. El ritme de disminució de l’amplitud ve donat una exponencial negativa, que es pot expressar de la forma:
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Tornant a l’equació del moviment, podem calcular el període associat al terme harmònic (funció cosinus), tot i que a aquest període no serà el vertader període del moviment, donat que l’amplitud es variable. El  càlcul d’aquest període es pot fer de la manera següent:
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2.2. Casos estudiats

Estudiarem dos casos particulars d’oscil·ladors infraesmorteïts, en ambdós casos, la massa penjada es d’un quilogram, i la constant de recuperació de la molla té un valor unitat (en unitats del S.I.). En el primer cas, el coeficient de fricció b val 0.5 i en el segon 1.5. El període de les oscil·lacions decreixents esperats, segons l’expressió trobada abans, és:


[image: image19.wmf]s

49928

.

9

T

;

s

48925

.

6

T

2

1

=

=


Igualment, podem aplicar l’expressió de l’amplitud del moviment a cadascun dels casos estudiats:
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La constant d’integració C dependrà de les condicions inicials del moviment.
2.3. Resultats obtinguts

· Cas amb b = 0.5

La gràfica del moviment obtinguda és:
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El temps que triga el cos a aturar-se aparentment (es a dir, quan el moviment es imperceptible) és de 20.4 segons, havent realitzat un total de dos oscil·lacions i mitja (mesurables). El període teòric de les oscil·lacions es pot mesurar de la manera habitual:
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Per a poder comprovar el comportament exponencial de l’amplitud, s’han trobat els valors de la posició i en moment en que es donen cadascun dels màxims (en ambdós sentits):

	X / u.
	180
	–80
	34
	–16
	8
	–4

	t / s
	0
	3.4
	6.6
	13.2
	13.4
	16.4


Aquests valors s’haurien d’ajustar a una exponencial del tipus 
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. On l’amplitud serà igual al valor absolut de X. Utilitzant els mètodes numèrics comuns, aplicant logaritmes a l’equació anterior, podem realitzar una regressió lineal. El coeficient de correlació resultant és r = –0.999986. La funció que resulta de la regressió és:
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· Cas amb b = 1.5

En aquest cas, tan sols s’efectua una oscil·lació mesurable. El cos sembla aturar-se després de 7.6 segons. La posició i el temps a cadascun dels punts de màxima elongació són:

	X / u.
	180
	–6

	t / s
	0
	4.8


De la mateixa manera que en el punt anterior, podem ajustar una exponencial a aquests valors, encara que com només es disposa de dos punts, l’ajust no serà gaire bo. La funció obtinguda és:
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Per últim, podem calcular el període teòric a partir del temps transcorregut entre l’inici i el primer màxim:
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2.4. Discussió dels resultats

Com havíem esperat, un oscil·lador infraesmorteït efectua petites oscil·lacions al voltant de la posició d’equilibri, cadascuna amb una amplitud menor a l’oscil·lació anterior. Així, doncs, l’amplitud tendeix asimptòticament cap a zero. 

No obstant, el moviment arriba a ser tan petit que el no pot ser apreciat, podent considerar el cos completament aturat. Com és d’esperar, hem comprovat que el cas amb un coeficient de fregament major, el moviment decau més ràpidament.

Pel que fa al període de les petites oscil·lacions, comparem els valors obtinguts amb els valors esperats en cada cas

	
	T esperat / s
	T obtingut /
	Error

	Cas b = 0.5
	6.4893 s
	6.5 ± 0.1
	0.17%

	Cas b = 1.5
	9.4993
	9.6 ± 0.4
	1.06%


Observem, doncs, que els resultats s’ajusten molt bé als esperats, sobre tot en el primer cas. Per al segon cas, es disposaven de poques oscil·lacions i per això la discrepància és més elevada a la habitual.

Per últim, hem pogut comprovar com l’amplitud decreix de forma exponencial. Comparem les funcions exponencial obtingudes segons la solució formal amb les obtingudes mitjançant tècniques numèriques:

	
	Esperat 
	Obtingut

	Cas b = 0.5
	
[image: image27.wmf]t

25

.

0

1

e

C

-

×


	
[image: image28.wmf]t

23

.

0

e

178

-

×



	Cas b = 1.5
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Les constants C1 i C2 provenen de la integració i el seu valor depèn de les condicions inicials triades. El factor que multiplica a t dins l’exponent és el coeficient de fricció ( per cada cas. La discrepància relativa entre els valors obtinguts per a l’exponent són del 8% en el primer cas i del 5%, cosa que demostra amb prou fiablement el decaïment exponencial del moviment.

3. Oscil·lador sobreesmorteït

3.1. Solució formal

L’equació diferencial del moviment d’un oscil·lador amb un esmorteïment fort és la mateixa que en el cas de l’esmorteïment feble:
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En aquest cas, però, es té ( > (0, i per tant es té una solució general diferent:
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Així, doncs, la partícula no efectuarà oscil·lacions, i la seva posició decaurà cap a la posició d’equilibri exponencialment, arribant-hi al cap de temps infinit (tot i que, a la pràctica, podem considerar el moviment aturat al cap de pocs segons).

3.2. Cas estudiat

Per estudiar el moviment d’un oscil·lador sobreesmorteït s’ha utilitzat un valor de la massa d’un quilogram, una molla amb una constant igual a 1 (en unitats del S.I.) i la constant de fricció b igual a 4 (això dona ( = 2). En aquest cas, l’equació particular del moviment serà:
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3.3. Resultats obtinguts

La gràfica del moviment obtinguda és la següent:
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La posició inicial, des de la qual s’ha deixat anar el cos, es x0 = 177 unitats. El temps per al qual el moviment sembla –a simple vista– nul és de 20.6 segons.

3.4. Discussió dels resultats

Tal i com indicava la solució matemàtica formal de l’oscil·lador sobreesmorteït, la partícula suspesa a la molla mai arriba a efectuar oscil·lacions, decaient de forma suau cap a la posició d’equilibri, a la qual arribaria amb temps infinit. A la pràctica, però, al cap d’un temps la posició s’aproxima tant com es vulgui a l’equilibri i la velocitat es fa tan petita com es desitgi, podent considerar que el cos està en repòs (respecte el sistema de referència utilitzat).

4. Oscil·lador amb esmorteïment crític

4.1. Solució formal

Igual que en els dos casos anteriors, l’equació diferencial del moviment és:
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En aquest cas, el coeficient de fricció ( i la freqüència natural de l’oscil·lador (sense esmorteïment) (0 són iguals, fet que obliga a canviar la solució general de l’equació, sent en aquest cas:
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Com veiem, l’oscil·lador críticament esmorteït tindrà un comportament anàleg entre els dos casos anteriors, però el decaïment serà més ràpid degut a la dependència lineal amb el temps del factor preexponencial.

4.2. Cas estudiat

Mantenint els valors de la massa (m =1 Kg) y de la constant de la molla (k = 1 Nm-1), hem d’imposar que el coeficient de fricció b sigui igual a dos (en unitats del S.I.) per a que es doni l’esmorteïment crític (( = (0 = 1). 

4.3. Resultats obtinguts

La gràfica obtinguda del moviment del oscil·lador harmònic críticament esmorteït és la següent:
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Recordem que la posició en el moment inicial es de 177 unitats. D’altra banda, visualment, el cos s’atura al cap de 7.2 segons.

4.4. Discussió dels resultats

El decaïment de la trajectòria cap a la posició d’equilibri és molt més ràpid que en el cas anterior, per a unes condicions inicials idèntiques. Encara que el decaïment és exponencial (amb un prefactor lineal), i el temps per arribar a velocitat igual a zero és matemàticament infinit, el moviment passa a ser pràcticament nul al cap de poc temps.

5. Comparació dels oscil·ladors esmorteïts

Com hem vist, per als tres tipus de esmorteïments s’hem utilitzat els mateixos paràmetres de simulació, variant tan sols el coeficient de fricció. Per aquesta comparació, utilitzarem només un dels casos d’esmorteïment feble analitzats a l’apartat corresponent. Els paràmetres utilitzats i les equacions del moviment per a cada cas són:

	
	Massa
	K molla
	Fregament B
	Equació del moviment

	Infraesmorteït
	1 Kg
	1 Nm-1
	0.5 Nsm-1
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	Sobreesmorteït
	1 Kg
	1 Nm-1
	2  Nsm-1
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	Crític
	1 Kg
	1 Nm-1
	4 Nsm-1
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Per poder representar en una mateixa figura la funció x(t) corresponent a cada cas, en primer lloc hem de calcular les constants d’integració imposant les condicions inicials. Utilitzarem les mateixes condicions inicials que les utilitzades en els apartats anteriors, per tal de comprovar si la partícula realment segueix la trajectòria predita per les solucions matemàtiques. El resultat d’imposar les condicions inicials és:

	
	Condicions inicials
	Equació particular del moviment

	
	Velocitat
	Posició
	

	Infraesmorteït
	0 ms-1
	180 m
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	Sobreesmorteït
	0 ms-1
	177 m
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	Crític
	0 ms-1
	177 m
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La representació d’aquestes funcions hauria de donar les mateixes gràfiques que les obtingudes mitjançant la simulació en Java, mostrades en pàgines precedents:
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Com es pot veure, només en el cas infraesmorteït el cos efectua oscil·lacions, tot i que aquestes van decaient en amplitud progressivament (segons una exponencial negativa). Tant en el cas d’esmorteïment feble com en l’esmorteïment crític, la partícula no fa cap oscil·lació, apropant-se segons una exponencial negativa a la posició d’equilibri. En el cas d’esmorteïment crític, però, el ritme de decaïment és molt més fort que en la resta de casos. 

En general, tots els oscil·ladors sotmesos a un esmorteïment acaben aturant-se, a la pràctica, al cap d’un temps (tot i que estrictament parlant, per anul·lar el moviment cal temps infinit). Per últim, hem pogut constatar com les gràfiques obtingudes mitjançant la simulació en Java s’ajusten a les corbes predites per les solucions matemàtiques de la segona llei de Newton aplicada a cada cas.

6. Oscil·lador forçat

6.1. Solució formal

En aquest apartat estudiarem el comportament de la partícula penjada a la molla i sotmesa també a una força exterior de forçament de tipus sinusoïdal d’amplitud F0 i de  freqüència igual al producte del paràmetre c per la freqüència natural del sistema. Aplicant la segona llei de Newton obtenim la següent equació diferencial:
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La solució general d’aquesta equació és:
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Veiem com en el segon terme (solució particular de l’equació inhomogènia), l’amplitud depèn inversament de la diferència 1–c², és a dir, com més proper a 1 sigui el valor de c, més amplitud tindrà el moviment. Per c = 1 la solució divergeix, al capítol següent estudiarem aquest cas. La solució s’expressa com a suma de dues funcions harmòniques de freqüències i amplituds diferents, per tant és d’esperar que en alguns casos es pugui produir el fenomen de les pulsacions. En general, la partícula oscil·larà amb una amplitud variable.

Per al cas particular en que la partícula parteix de la posició d’equilibri estant en repòs podem calcular les constants d’integració i expressar l’equació del moviment de la manera següent:
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On s’ha fet servir la propietat cos(y + (/2) = – sin(y). Per als casos en que c s’aproxima prou a 1 podem treure la c que multiplica la segona funció sinus, i arreglant degudament l’equació tenim:
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Aquesta equació correspon al fenomen de les pulsacions: un moviment harmònic (creat per la funció cosinus) modulat en amplitud de forma harmònica (per la funció sinus). D’aquesta manera, podem calcular el període T de les oscil·lacions i el període T’ de les pulsacions (tenint en compte que succeeix una pulsació quan el l’argument de la funció sinus s’augmenta en un valor pi, en comptes de dos pi com és habitual):
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On en el segon cas s’ha utilitzat el valor absolut donat que c tan pot ser major com menor que 1. Cal notar que, com que el sinus és una funció senar, en el cas que c–1 sigui negatiu la partícula començarà a moure’s en el sentiu negatiu, i viceversa. 

6.2. Casos estudiats

Per a estudiar l’oscil·lador forçat fixarem el valor dels paràmetres massa (m) i la constant de la molla (k) a un valor 1 (en les unitats corresponents), mentre que el valor de F0 serà 5 N. Tan sols es variarà el valor del paràmetre c, que prendrà els valors 0.8,  0.95, 1.1, 1.2 i 0.1. Per tots els casos, es partirà des de l’origen i en repòs. Per tant, segons hem vist abans, hem d’esperar trobar pulsacions molt clares als valors de c propers a 1 (c = 0.95 i c = 1.1), que s’afebliran per valors una mica més llunyans (c = 0.8 i c = 1.2) i es deformaran totalment per valors més allunyats (c = 0.1).

6.3. Resultats obtinguts

· c = 0.8

La gràfica obtinguda és per aquest cas és:
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Com veiem, es produeix força clarament el fenomen de les pulsacions. La màxima elongació observada es de 25 unitats. El període del moviment modulat és:
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El període de les pulsacions és:
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· c = 0.95

Per aquest segon cas, s’obté la següent gràfica:
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Alguns dels màxims que es produeixen a la part negativa no es poden veure a causa de la mida limitada de l’àrea de visualització. La màxima elongació (mesurable) en el ventre de la pulsació es d’unes 102 unitats. Els període de les oscil·lacions és:
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A partir de la mitja pulsació que cap dins de l’àrea de visualització podem calcular el període de les pulsacions:
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· c = 1.1

En aquest cas, s’obté la següent figura:


[image: image57.png]



La màxima separació de la posició d’equilibri és de 48 unitats. De la manera habitual podem calcular la freqüència de les oscil·lacions i de les pulsacions:
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· c = 1.5

La trajectòria obtinguda aquest cas és:
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En aquesta figura, la màxima elongació de la molla és de 8 unitats. En aquest cas, gairebé no s’aprecien les pulsacions, encara que si que es pot calcular el seu període. D’altra banda, l’única manera d’observar el període de les oscil·lacions és mesurant dos màxims consecutius:
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· c = 0.1

En aquest darrer cas obtenim la següent gràfica:
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En aquest cas no s’aprecien les pulsacions. Això vol dir que, com era d’esperar, l’aproximació c ~ 1 no és vàlida per aquest cas. Per tant, no es pot mesurar el període de pulsació ni d’oscil·lació.

6.4. Discussió dels resultats

En primer lloc, comparem els resultats obtinguts amb els predits per la solució matemàtica de la segona llei de Newton pel que fa a les períodes de les oscil·lacions i de les pulsacions:

	Cas
	C
	X màx. / u.
	Oscil·lacions
	Pulsacions

	
	
	
	T esperat / s
	T obtingut / s
	Error
	T’ esperat / s
	T’ obtingut / s
	Error

	I
	0.8
	25
	6.9813
	7.1
	1.7%
	31.4159
	31.2
	0.7%

	II
	0.95
	102
	6.4443
	6.44
	0.1%
	125.6637
	126
	0.3%

	III
	1.1
	48
	5.9840
	5.99
	0.1%
	62.8319
	62.8
	0.1%

	IV
	1.5
	8
	5.0265
	5.2
	3.5%
	12.5664
	12.68
	0.9%

	V
	0.1
	–
	No presenta oscil·lacions modulades
	No presenta pulsacions


Podem comprovar com els resultats s’ajusten molt fidelment a les prediccions teòriques, especialment en els casos II i III, on l’aproximació c ~ 1 és correcta. Per als casos I i II el valor de c està una mica més allunyat de la unitat, però prou a prop com per que l’aproximació sigui correcta i els errors acceptables. En el 5é cas, l’aproximació no és vàlida, i el moviment no presenta pulsacions.

Per últim, podem conformar que l’amplitud màxima depèn inversament de la diferencia c-1, és a dir, com més a prop d’u estigui el valor de c, major serà l’amplitud. En el cas c = 1, l’amplitud tendeix a infinit i es diu que l’oscil·lador està en freqüència de ressonància. Aquest cas serà estudiat a continuació.

7. Oscil·lador ressonant

7.1. Solució formal

L’oscil·lador ressonant és un car particular de l’oscil·lador forçat estudiat en el capítol anterior, on la força sinusoïdal que s’aplica a la partícula suspesa a la molla té exactament la mateixa freqüència que tindria l’oscil·lador harmònic simple si no estigués sotmès al forçament. Així, doncs, l’equació diferencial del moviment d’un oscil·lador en freqüència de ressonància és la mateixa que en el cas anterior, fent c = 1:
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En aquest cas, la solució de l’apartat anterior divergeix, per tal cal buscar-ne una de vàlida. Lla solució particular de l’equació inhomogènia serà una funció harmònica amb la mateixa freqüència (0 amb una amplitud que creix linealment amb el temps:
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Com que el primer terme estarà acotat entre A i –A, per a temps prou grans dominarà el segon terme, és a dir, l’amplitud de les oscil·lacions augmentarà linealment cap a infinit. 

Per al cas particular en que la partícula parteix de la posició d’equilibri en repòs, podem calcular el valor de les constants d’integració, donant la següent equació particular del moviment:


[image: image66.wmf](

)

(

)

(

)

t

cos

t

m

2

F

t

sen

m

2

F

t

x

0

0

0

0

2

0

0

w

×

×

w

-

w

w

=


On s’ha fet servir la propietat 
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. La funció tindrà un extrem, màxim o mínim, quan la derivada sigui nul·la:
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En aquestos màxims, l’amplitud del moviment és:
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7.2. Cas estudiat

Ens limitarem a estudiar oscil·ladors ressonants amb característiques fixades (m = 1, k = 1, en les unitats del S.I. corresponents), variant tan sols la posició inicial de la massa: lleugerament desviada cap a valors positius i negatius, partint per últim des de l’origen. Com sempre, ens hem de limitar a partir amb velocitat nul·la. 

Per al cas especial en que partim des de la posició d’equilibri estudiarem també el creixement lineal de l’amplitud, fent servir l’expressió que hem trobat abans, segons la qual l’amplitud en els màxims es proporcional al temps.

7.3. Resultats obtinguts

· Posició inicial positiva

La gràfica obtinguda per aquest cas es pot veure en la pàgina següent:
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Alguns dels pics no es poden mostrar a causa de les limitacions de l’àrea de visualització. S’observa com en els primers instants la partícula oscil·la amb una amplitud aproximadament constant. A partir de la cinquena o sisena oscil·lació, l’amplitud del moviment comença a créixer de forma lineal.

· Posició inicial negatiu

Per al cas en que la partícula comença amb una petita desviació en sentit negatiu s’ha obtingut aquesta trajectòria:
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De forma anàloga a l’exemple anterior, durant les primeres oscil·lacions l’amplitud varia poc, en aquest cas decreix una mica. A partir d’un cert moment, l’amplitud comença a augmentar de forma progressiva, de tal forma que els màxims s’alineen segons una recta.

· Posició inicial nul·la

Per aquest darrer cas esperem que l’amplitud de les oscil·lacions creixi des de zero a partir de l’origen, seguint una recta que hauria de passar per l’origen. La gràfica obtinguda es presenta a continuació:
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Per estudiar el creixement lineal de l’amplitud s’han pres les coordinades dels vuit màxims més grans mesurables:

	Xmàx/u
	78
	86
	102
	118
	133
	149
	165
	180

	T /s
	32
	35,2
	41,4
	47,8
	54
	60,2
	66,6
	73


Ajustarem aquestes dades a una funció lineal, usant el fet que Xmàx correspon al valor de l’amplitud, en funció del temps. S’han eliminat el primer i setè punts, que s’escapaven de la tendència general. El coeficient de correlació lineal per aquests valors es r = 0.99992, i la funció resultant és:
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7.4. Discussió dels resultats

Hem pogut comprovar com un oscil·lador harmònic simple sotmès a una força exterior sinusoïdal de la mateixa freqüència que tindria l’oscil·lador sense forçament presenta el fenomen de la ressonància. Aquest fet causa el creixement progressiu de l’amplitud segons una funció lineal en el temps.

En els casos on la partícula parteix amb un lleuger desplaçament de la posició d’equilibri, el creixement lineal de l’amplitud comença al cap d’un temps, fent per a temps petits diverses oscil·lacions amb amplitud variable. Podríem dir que això és degut al temps que triga la força exterior a anul·lar el moviment natural d’un oscil·lador que partís amb l’elongació triada. Per al cas en que la partícula parteix de l’equilibri, l’increment en l’amplitud d’oscil·lació creix pràcticament des del principi.

Mitjançant l’ajust d’una recta als màxims de la trajectòria hem pogut comprovar el creixement lineal de l’amplitud. Comparem els resultats de l’ajust amb els valors esperats:

	
	Esperat
	Obtingut
	Error

	Pendent
	
[image: image74.wmf]0

0

m

2

F

w

= 2.5
	2.4862
	0.6 %

	Ordenada
	0
	0.0193
	–


Podem observar com les dades obtingudes s’ajusten amb prou fidelitat amb els esperats, fet que conforma la dependència lineal de l’amplitud amb el temps.

8. Oscil·lador esmorteït i forçat

8.1. Solució formal

En un oscil·lador esmorteït i forçat intervenen a l’hora tots els factors que hem estudiat fins ara per separat: oscil·lacions, esmorteïment i forçament. Com en el cas anterior, utilitzarem el paràmetre c per indicar la relació entre la freqüència de la font de forçament extern i la freqüència de les oscil·lacions si no existís forçament (que, en aquest cas, no és la freqüència natural del sistema). Aplicant la segona llei de Newton podem obtenir, com de costum, l’equació diferencial del moviment:
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On hem definit 
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. Si considerem esmorteïment feble, la solució general d’aquesta equació és:
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El primer terme decau ràpidament cap a zero (això succeiria encara que triéssim un altre tipus d’esmorteïment), és a dir que només caldrà tenir-lo en compte per temps petits, és el que anomenen estat transitori. Per tant, per a temps prou grans només contribueix al moviment el segon terme, que a més serà independent de les condicions inicials. Aquest segon terme correspon a un moviment harmònic simple –l’anomenen estat estacionari– i la seva amplitud només depèn de les característiques del sistema (massa, freqüència natural i coeficient d’esmorteïment) i de les constants de la força externa (amplitud i freqüència). L’expressió d’aquesta amplitud és:
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La freqüència de la força exterior per la qual l’amplitud serà màxima (freqüència de ressonància en amplitud) es pot calcular aplicant que l’expressió de dins de l’arrel quadrada sigui mínima. El resultat d’aquest càlcul és el següent:
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Que és un valor lleugerament menor a (1 i, per tant, també es més petit que (0. En el cas de fricció nul·la, recuperem el cas estudiat en el capítol 7.

8.2. Casos estudiats

En primer lloc, estudiarem per unes condicions fixades la dependència de l’estat transitori amb les condicions inicials, i la independència amb aquestes de l’estat estacionari. Per fer-ho, es fixen els següents paràmetres: m = 1, k = 1, b = 0.5, F0 = 30 i c = 0.8 (en les unitats corresponents en el S.I.). 

Utilitzarem tres condicions inicials diferents, segons el valor de la posició inicial sigui positiva, negativa o nul·la, partint sempre des del repòs.

Tot seguit, utilitzant els mateixos paràmetres esmentats anteriorment (excepte c), veurem la dependència de l’amplitud del moviment (en l’estat transitori) amb la freqüència de la força externa. Per als paràmetres fixats, la freqüència de ressonància en amplitud hauria de ser:
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Per aquesta freqüència, el paràmetre c ha de valer:
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Amb l’objectiu de comprovar aquest fet, mesurarem l’amplitud de les oscil·lacions estacionàries usant valors de c entre 0 i 2.

8.3. Resultats obtinguts

· Posició inicial positiva

En primer lloc, veurem la gràfica obtinguda per una posició inicial positiva:
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L’estat transitori correspon aproximadament a les tres primeres oscil·lacions, i la resta a l’estat estacionari. On la posició inicial es de 139 unitats. Podem mesurar el període de les oscil·lacions de l’estat estacionari de la forma següent:


[image: image85.wmf](

)

(

)

(

)

s

03

.

0

11

.

8

.

oscil

7

s

1

.

0

6

.

39

s

1

.

0

4

.

96

T

1

±

=

±

-

±

=


· Posició inicial nul·la

La gràfica obtinguda deixant anar la partícula des de la posició d’equilibri obtenim la gràfica mostrada a la pàgina següent:
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L’estat transitori es compon pràcticament només de la primera oscil·lació, i l’estat estacionari correspon a la resta d’oscil·lacions, molt semblants a la del cas anterior. Les oscil·lacions de l’estat estacionari es produeixen amb el següent període:
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· Posició inicial negativa

Per aquest tercer cas s’ha obtingut la següent gràfica:
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En aquest cas, la posició de sortida és –87 unitats. Les dos o tres primeres oscil·lacions representen l’estat transitori, seguit de l’estat estacionari que presenta gran similitud amb l’observat en els casos semblants. Repetim la mesura del període:
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· Amplitud en funció de c

A tall d’exemple podem observar les gràfiques –a més de les obtingudes per c = 0.8 a l’apartat anterior– les figures extretes del cas c = 0.97 (el més proper a la freqüència de ressonància dels estudiats):
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Veiem ara els valors de l’amplitud de les oscil·lacions transitòries obtingudes per a catorze valors de c diferents:

	c
	0,1
	0,5
	0,6
	0,7
	0,8
	0,9
	0,93
	0,95
	0,97
	1
	1,25
	1,5
	1,75
	2

	A / u.
	30
	37
	41
	46
	54
	60
	61
	61
	62
	61
	38
	22
	14
	10


La representació gràfica d’aquestes ens dona la següent figura:
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8.4. Discussió dels resultats

En les tres primeres gràfiques que hem vist en aquest apartat hem pogut comparar els seus estat transitori i estacionari per al cas c = 0.8. Respecte l’estat transitori hem vist que la seva forma sempre varia en funció de les condicions inicials. No obstant, al cap del temps l’influencia del terme transitori decreix, per causa del decaïment exponencial que hem estudiat en els diferents tipus d’esmortiment.

 Pel que fa a l’estat estacionari, hem comprovat que és gairebé idèntic en cada cas, tan en amplitud com en freqüència. Això es posa de manifest amb la mesura del període de les oscil·lacions estacionàries:

	
	Període / s
	Error

	Valor esperat
	
[image: image92.wmf]1
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	Posició inicial negativa
	8.11 ± 0.03
	0.02%

	Posició inicial nul·la
	8.12 ± 0.02
	0.10%

	Posició inicial positiva
	8.13 ± 0.02
	0.23%


D’altra banda, hem pogut comprovar que l’amplitud de les oscil·lacions estacionaries té un màxim a un valor lleugerament inferior a (1. Podem comparar els valors de l’amplitud trobats mitjançant amb la simulació en java amb els teòrics (segons l’expressió que hem trobat anteriorment):

	c
	 A trobat / u.  
	 A esperat / u. 
	 Error 
	     a
	c
	 A trobat / u.  
	 A esperat / u. 
	 Error 

	0,1
	30
	30,248
	0,8%
	
	0,95
	61
	61,858
	1,4%

	0,5
	37
	37,361
	1,0%
	
	0,97
	62
	61,961
	0,1%

	0,6
	41
	41,472
	1,1%
	
	1
	61
	61,458
	0,7%

	0,7
	46
	47,018
	2,2%
	
	1,25
	38
	39,314
	3,3%

	0,8
	54
	53,882
	0,2%
	
	1,5
	22
	22,626
	2,8%

	0,9
	60
	60,273
	0,5%
	
	1,75
	14
	14,606
	4,1%

	0,93
	61
	61,431
	0,7%
	
	2
	10
	10,290
	2,8%


S’ha de tenir en compte que la simulació en Java no permet distingir decimals en la mesura de distàncies. Observem que l’amplitud més gran es registra entre els valors de 0.95 i 0.97, valors molt propers a la freqüència de ressonància (en amplitud) que hem calculat anteriorment, c = 0.9661, confirmant de nou les prediccions matemàtiques. Per últim, podem representar la corba de la funció A(c (1) en la mateixa gràfica que els valors obtinguts:
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