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üK¶ { ®�«��D�j�K�����i«��$�F�b¶¸¶^¶Â¶¸¶^¶^¶¸¶^¶¸¶^¶^¶¸¶^¶Â¶¸¶^¶¸¶^¶^¶¸¶^¶¸¶^¶Â¶¸¶^¶  
üK¶ Ö ©�$�R�¢��� · ���i�D�������¢�T�1¶¸¶^¶Â¶¸¶^¶^¶¸¶^¶¸¶^¶^¶¸¶^¶Â¶¸¶^¶¸¶^¶^¶¸¶^¶¸¶^¶Â¶¸¶^¶ üKüüK¶!� ®�«��D�j�K�����i«��$�F��������¥F�T��¶¸¶^¶^¶¸¶^¶¸¶^¶^¶¸¶^¶Â¶¸¶^¶¸¶^¶^¶¸¶^¶¸¶^¶Â¶¸¶^¶ üKü
üK¶g¡ ¢��o�$�j�i¨D�K�����¢�����¢��«²�i�D� ¶^¶^¶¸¶^¶¸¶^¶^¶¸¶^¶Â¶¸¶^¶¸¶^¶^¶¸¶^¶¸¶^¶Â¶¸¶^¶ üXÖ

£ ¤¦¥����@��§©¨5�Hª��l�����¬«�¯®�°)±����@�����\�l�²�G�´³0¤¦§n«�°µ��¶ �¯�
{ ¶�ü þ�·�Ø©®L���3�$«Q�D���K�����i«��$�F��������¥K�T�Â¶¸¶^¶^¶¸¶^¶Â¶¸¶^¶¸¶^¶^¶¸¶^¶¸¶^¶Â¶¸¶^¶ ü5�
{ ¶ { ®��R�G�T�j�þ�·�Ø©®É�o�$���d��£��¢�i«²���F���D�����$�_�i�j�i�D���$� ¶^¶¸¶^¶^¶¸¶^¶¸¶^¶Â¶¸¶^¶ ü� 
{ ¶ Ö �����j�T�¢�����Û�i£)�}�K�����Q���Q¨l�7�_�D��£$��¬�¨3¿Á��«Q�D�j�i�����T«²���(�Gç ¶^¶^¶¸¶^¶¸¶^¶Â¶¸¶^¶ { Ö

· ¸º¹»�@�k���U¨��½¼¾¥=���@¼¾�G�5�.��ªb�@�.�C�@�7��¥G�5�
ρ(A,B,C)

£U¿
Öl¶�ü �©�_»i�������3¨D�Â�D���j�$�D�i�¢�i�l����� �G�T�s���$«��D�j�K�����i«��$�F� ¶^¶¸¶^¶^¶¸¶^¶¸¶^¶Â¶¸¶^¶ { ¡
Öl¶ { �©�_»i�������3¨D�Â���Q�l�²¨D�����j��� · ���i�l����� �G�T�#¶^¶^¶¸¶^¶Â¶¸¶^¶¸¶^¶^¶¸¶^¶¸¶^¶Â¶¸¶^¶ {�À

Á Ân�������.�����²���l� ·b�
� Ã���¥¯�k��®��wÄÆÅ=ÇUÁ�Ç�Á��OÇ�Ç ·�¿

¡



È É�Ê)Ë)ÌÎÍ



Ï ÐÒÑÔÓ�Õ�ÖØ× Ù

Ú ×�ÛØÜ ��Ý Þ Ö ��Þß� ÑàÕ �áÝ âÔãÒÝ�äHÞåÝ

®L�f�i�(�D�$�R��£<�T�D½��j�K�L�d�$«-�D�_�����)�¢���¢�����(�j�j�V¨D�D£�£$��¬��i���¸£��K�D£$���l�¢�����_»i����£$�¸£$�K« �i�j�
����¨D�$��£$�j����£���¬�¨3¿Á�D�f�����R�¢�$«²���d½��j��£�«����Û¾j�T�Dã<�i�F�¸�$�R�G�T�j�Q�(�_»i�F�¢��£$�$¤L�À¿Á��«Q�D���K�����i«²���F�<¤
���1¨D�$�R�¢��� · ���i�D�������¢�T�<¤V�Ã¿á�$«��D�j�K�����i«��$�F��������¥F�T�7	s�W�$���©�K�o�$�j�i¨D�K����j�$�R�¢��«��K�D��A$¤o�$�����(�_�i����j���¢�i�yàl�j�������$�y���i���¢���j���K�j��£$�i�D½ �¢�K���$¶+��¨D���$£��$« �i�3���$£)�¢�K�����F�¢���j�$���¢�T�������i�D�j�T�d�D�D¨D���
�$���i�(�D�$�R�¢�£$�K�l£$�$�t�¢�$�©�����Q��� �¢���¢�T�j�D�¢�Q���j�o�$£$½u�_£<�1�$���$�p�j�$«²�yû��iýÀ¶
æJç7æ è �p�
�Â�
�êéë%~���ß´���p�
���
�Ú� ���WÞ8ì��
®L�!«��$£<»T�D��£$�^�(�_»i�F�j��£<�t¤t�D�²�j�����¢��«!���d½�����£���DÃ�����T�L�$�Ò¨D���j£$�����%«����d¾j�i�Dã$�i�F���D�²§i�$£��j�K�
�D�K��«!�i�����jÔ<�T���������¢�i�FÌK�$�F���\�D�b���j�_�T�+§K�$£)�¢�K�����i��¨D��Ê������������ |ψ〉 ∈ H ¶ 
 �#�)¦t�$«�ª�D���y����«��D���%�o�$�0�b��«²�o�K�R�G�i�F��Ä��²�T�V�l�$����¨3¿Á�D�Z�j�����¢��«!���d½��j��£!¨D��¨l�K�1�D��§i�$�����$¤Ò£$�K«
�����Q�)¦t��«²�D���%�D�_�Ð�_�T���¢½�£$�D����¨p¿á�$���D½ 1

2

¤��D�×»T�j�K« �$�f�D�×�o�K�f¨D�%�o�i�¢���D£$���i�s�i«Q�
¨D�K��$�R�G�T�j�©�i£�£$���j�j���D������ª±£$�K« �$�W�D���j�j�K¥i�$�y¨D�^����«²�i��â$£��D���Q¨3¿ �i«��K�D�¼ª����D��£��K�j���$�F�
�j�D�o�$��£$�K�l¨D�D£��j�K�Â�(�D�����T�¯£$���j£��D���i���$�#¨D�K�©�j�$�F�j���¢���i���K�j�T�¢��¶^®��@�i�(�D�����Â£$�i���_�i�`ª
�¢��£$�D���i�©�À¿Á���j�_�i��¨D�1Ê������o�$�R�©Ä��

C(2)
¤3�+�i���j���R�¢��«!�%�������
¨D���5ø$î=<$ñõï�E<¶�Ït���$�+�������j�$«²�

�¢Ä
d
�D��§i�$�����$¤D�À¿Á���j�_�T�p¨D�^Ê������o�$����Ä$������<§i�K�j�

C(d)
�W�T�V�l�$�����¿ �i�l�K«²���_��ø$î¯íiñõïÛ¶

�©���1�����G�ì�¢� |ψ〉 £$�K���j���j�o�K�D�$�F�j�!�Ð�j�����j�$«��$����D±�����T�j���D�i« �$���1�i�D�K«��$�_�IóGú)ïÃðiïdúíoît÷¢ú)¶���� ¦t½Ã¤�¨D�K�_�T¨_�r�D�_���D�i�j�%�i���¢�i�D�K�j«²�i� {|0〉, |1〉} �����Q�r�À¿Á���j�_�T��¨D�\Ê�����������¨p¿á�D�r�(�D�D� �<¤_�À¿Á�����G�ì���l�D��«²Ä��¥i�$�D���¢�i�W�(�D�^�$����i�¨D���j£��j���l�j�¸�i«Q���i�(�D�$�R�¯�������j�$«²�
Ä$� |ψ〉 = a0|0〉 + a1|1〉

¤����j�j���F�
a0

�
a1

�(àD«��$���K��£��K«²�l���)¦t���^�¢�i���^�(�D� 〈ψ|ψ〉 =
|a0|2 + |a1|2 = 1

¶Ò©�Â�d���$¤_���V¨D��«Ú�D�j��£$���¢�i�����D£<�i�j�²«�Ä$���������D�K�R�¢�j���©���_�j«²�i£$���K�D��¶
0{ly����orº�#���q����� �!�#�3�#���%$�&#')(g*8,.&#/:132!'�4 (+4 6 2g*8*�'567(!&�9.*�;S@î)sï���o�~|ð|Fy:ñ���x:���qy�xð|~$�&0'ò(g*-,.&#/:132!'�4 (+4 6 2g*8*�'567(!&�9.*�;e#iU/:4�ó aÆX�&Æ(g*8,.&#/:132!'�4 (+4 6 2g*�* '56 (+&09:*fô��������%����t#sï��;

�



À õwöf÷ÎÉ�ø8ù"ú½ûoüýöfú�þ ÿ�Ê � õ"ù"Ê¦õÆÌF÷)ølÌ ��������� õ �
ÇW��«²��£<»i�D��£<���(�_»i�F�¢��£<���o�K���j�D�����(�D�������D���K�_�i�D����� �G�T��¨p¿á�K�D�j����§T�i���D��£$�����Ò�$�R�G�T� |a〉�j���$�o�j�����¢��«!�¸�$���j�j�K�_�¸�$�%�À¿Á�����G�ì� |ψ〉 §i�¯¨D�K�D�i¨_���o�$���À¿Á�.¦t�D�j���j�j��¬ |〈a|ψ〉|2 ¶�©��¥K�l��^�i� ¦G�D¤(�$�����$���¢�T�¢� |ψ〉 � eiφ|ψ〉 �j���D�j���j���(�j�$�\¨D���d���s�i�7«²�T�¢��� ¦Q�j���R�¢��«!���d½�����£i¤(���j�j���F�
eiφ
�l�_��£��$�R�G���Û�T�j�1¥K���i�_�i�Ã¶1®L�^¨D���@¨D�K�l£$�^�V�l�²�����Â�j�����¢��«²���^�d½��j��£$�Â��DÃ�����ì�¢�©§i�$�D���

�j���D�j���j���(�¢�T�¢��o�$��¹`�j�i��¥K���D�D���¢�i�j���Rº©¨D�Â�Ã¿á�$���_�i�p¨D�^Ê�����o�$�R�<¶
ÇL¿ÁàD�l��£��D���K�D����«!�%�(�D�1�¢Ä����\¨D�7�_�l��£$��¬y�i�F�¢���j���i��¨p¿Á�����¢�T�^�D�D� |ψ〉 Ä$�Â�(�D�i¤��\����D�j»i£��j��£<�t¤
Ä��¸¨l�$���¢�i�^��«��o�K�j�����D������D±�����i��£$�K«��D�����G�T«²���(�^�D�@�j�����j�$«²�y�d½��j��£1¨D�����j�$�

�$�F�j�K�j�p¶�·��V¨D�$« �d����l���i�_�T�(�¢�i�����i«��$�F���(�_�i�����o�$�R�d�$£��j�¸¨l�^�j�i�¢�������$�����F�¢���¢�i£�£$���K�D�
�i«Q�Ð���!�j�����¢��¨D���À¿Á�l�D��§i�$�j��¤��������%�j�i�Â�+�i�¼¦t½��j��«²�l�j�1�D���D�i�D�¢»\�D�#���K�j�K����¨D��¥K�l�^�
������£$�K���j�����i£����K�D�����$����¨D�_�T�����$�F�j�j���$�L�D�K�R�¢���������R�¢�$«²�\�L�Ã¿á�)¦V�¢���j���K�¯�(�D���D���o�V¨D�j��«
�$����«����_�T��£$�K«��D�����G�T«²���(�¨D��£<�i��«!�i�l�$�¢�t¶�®L���©�$�R�G�T�j�¯�D�D���©��¬K�p¤3¨l�K�D£$��¤3�D�D�²��¨l�)ª
�i�����¢Ô$�i£$��¬1«!�T�j�$«²»T�¢��£<�Qªa«��K���àl�j���¼ª�¨l�$���(�D���_�i�j�j�\�!�����j�$�i��� �G�T�$¤o�
�$�l£<�i�j�%�$�D�¯£$�i�
�D�_�y�j���D�j���j���(�¢�i£$��¬�¨l�$���Â�����G�ì�¢�Â�d½��j��£$�����<�i�����V�l�����D�^�D�j�K�o�K��£$���i�_�%���\�_�T�j�D�¢�t¶ �L�
�D���d�)���D�i�¢�i�D���¸�(�D�1�i�(�D�$�R���¢���D�D�¯¨p¿á�$�R�G�T�j���$���D�l¥K�D���Ð�.¦t�D�j���j�¢�T�^�����¢���j«��$��¨D�����
¾j���D���$�j���F�G�T�j�������¢�T�¢���D�l�j�$¶@� �i�(�D�����¢�1�����G�ì�¢�Q�d½�����£$�i«²���F�Q�j�$�i��� �¢Ô$�i�D�����¸�l�K« �����
�i�D�i«²���_�\ë�ðiïÀ÷.ñõîFúJíVó)ôlú)ñõï±ðiï���óGú)ïÃðiïdú^ë!óGúXé M ð
	$¶
Í��K�R�¢�j��«*���!«!�T�D�$�j�%�$�#�(�D�1�i�_�i���$�¼¦l���Ð�$���¯�$�R�G�T�j�^«��$��£$���%�i«Q�Ð�D�#�.¦l��«²�l���

�j���DÔ$�����o�¯��� · ���D���j�¢�T�j���på����D���i�j�$«��D�\�$�R�G�T���D�D��¨l�¯¨D�K���(�D�l���¢� |ψ+〉 ∈ C(2)⊗C(2)¨D�K�D�T�1�������Ã¿á�)¦t�D���$�j����¬ |ψ+〉 = 1√
2

(|0〉 ⊗ |0〉+ |1〉 ⊗ |1〉) ¶5Ó��K�l�j��¨l�$�j��« �(�D�y�$��j�����j�$«²�!¨D�Q¨D�i�¯�(�D�D���j�¯Ä$���¢�i�������D�i���¢���Q�D�D� §K���j�$¤3���(�D���o�$�©�¢�i�F�¯�$�¯�j�¢�i£)�G�!¨3¿Á�D�
�j�����j�$«²����D±�����T�<¶��©�D�K«��$�l�$« �i����¨D�K��V�l�D���j�

A
�
B
�j���j�o�$£��j��§T�i«��$�F�<¤_�^��«²�i¥K���D�$«

�i�j�^�(�D�¯�l�K«²Ä��Ò§i�K����« ¨D�$��£$�����D���©�Ã¿á�$�R�G�T�s�(�_»i�F�¢��£©���%�(�D�©���s�¢���K�_�^�$�7�(�D�D���
A
¶�ÇW�

«²�i�D�$�j��«²�T�¢��«!»T�j��£$�i«²���F��£��K�j���$£��¢�Q¨D���j�$�i��� �¢Ô$�i�s����¨D���j£$�����o£$��¬�¨p¿ �T�V�l�$���������¢�T��Ä$�
«����Û¾j�T�Dã<�i�F�����%�¢�¢�Tã<�y�_�i�j£����i��¨D�$���j�l�D�j�����¢��«!�

B
�i�L�D���ì¾��$£)�¢�K�

ρAB = |ψ+〉〈ψ+| ¤�i�+�(�_�T�s�T�D�K«��$�D��«È¹`«²�T�¢�����Ð¨D���D�j� �G�T�Â¨l�$���j�����¢��«!�
AB
ºG¶1��� ¦t½Ã¤W�K�l�j�$�D��«*���Ò�(�D�

�i�D�i«²���D�$« ¹`«²�T�j�j���y¨D���D�j� �G�T���j��¨D�=DÃ¨_�!¨D�������D�D�j�����j�$«²�
A
º¢¤
ρA = trB(ρAB)

¤3�(�D�
�$�Õ�$�Ò�D�K���j�j�²£<�i�^§K�!¨l�K�_�i¨_�������

ρA = 1
2

(|0〉〈0|+ |1〉〈1|) = IA
2

¤��Ò�(�D�!¨D���j£��j���
�Ã¿á�$�R�G�T�¸�(�_»i�F�¢��£%¨D���s�(�D�D� �

A
¶ �L�Q��«��o�K���¢�i�F�¸�l�i�G�i�^�(�D�\�i�(�D�����¢�

ρA
�D�r�$�Q�o�i�

�$��£$�����D����£��K« |α〉〈α| ¤FÄ��j�j���F� |α〉 �i��¥K�l��£��$�R�������G�ì���D�l�Ò¨3¿Á�D�²�(�D�D���$¤(�����������_�(�D�©����o�i�����j£��j���l�j�Ò£$�K« �D�_���j�D«²��l�j�K�_�T�D����½����j��£$��¨l�s�D���ì¾��$£)�¢�K���+£$�i�j�j���j�o�K�D���(�j�L�������¢�T�¢�
�D�D���¯¨p¿á�D�#�(�D�D���

ρA =
∑

i pi|φi〉〈φi|
¤p���j���$�F� {pi} ���$�©�l�j�K�_�T�D�������G�ì�¢�� {|φi〉} �����«��$�D£����K�_�ì�¢���$�R�G�T�j���D�D�j��¶� �K�j«²�i��� �¢Ô$�i�F�����$����¨D�$���Â�i�F�¢�$�����K���$¤p���%«²��£<»i�l��£<�²�V�D»i�F�¢��£$�\¨D���Ð�(�D�1�(�_�i���j��§i�K�

�j�����j�$«²�×�d½��j��£�§i�Õ���$«��D�j�@¨D�$��£$�������������l�_�Z«²�T�¢����� ¨D���D�j� �G�T�
ρ
���f�V�D�i�Â�¢�T�j�����Û»

ρ = ρ†
¤
ρ ≥ 0

�
tr(ρ) = 1

¶b¡��T�¢���$�������i���¢�l���T�j�Q�D�j�D�i���������o�V¨D�$�f�����d�K��«Q�D���T�
�� 2+'�9 X�Y [5'º`�1��52!,�13a09U67&#'��0/.2gW�$�* Z�[5&�9²,ð9U&09\,:*�,:9k*�^�* /.&02�]�&#'"9.&#13^5/:&bZ�[5&�(%Y 4
��9.&#/:ó}*7X�4 /Hs�� ��y�x.�[5'�*8^�* /\,bX�&0(�,.4 ,:* (OX�&#(@9.2g9²,:&#1"*5;



ûoü��=ü�Ì�� ��� ù úbúHö��Ì�ÊCø  
�$�f�¢���j«��$�Q¨3¿Á�����G�ì�¢�1«²���j£����l¤+��£$�K���j�$�����i�D�$�5�������d�K�j«²�r«��t¨D���j�_��¨D�\�D�j���j���(�¢�i�
���´�¢���K�j��� û��iýÀ¶Ú®L�9¥K�$�D���¢�i�À¤¯�D� �$�R�G�T��«²���j£����

ρ
���$«��D�j�@�$�����T���.¦t�D�j���j�¢�T�r�$�

�¢���j«��$��¨p¿á�D�_�1£$�K� · ����£��j��§V���¢�T� {pi, |φi〉} ¤D�K� pi �j¬K���D���K�_�i�D����� �G�T�j��� |φi〉 �j¬i�������G�ì�¢��D�D���$¤W¨D��«²�i�D�$�j�%�(�D�
ρ =

∑
i pi|φi〉〈φi|

¶QÊ�+�_�\�D�_�\£��K� · ���$£)�¢� §t� �G�T���$������£$���i�Ã¤p���£$�K� · ���$£��j��§V���¢�T���D�0�K�D��� {λi, |λi〉} ¤7�K� λi � |λi〉 �j¬i�r�j���j�o�$£)�¢��§T�i«��$�F�©�$�����i�l�j�X§i�T���K�����i�l�¢�X§i�$£��j�K�j�²¨D�
ρ
¶½�L����«����K�R�G�i�F�1¨D�����¢�i£<�i���(�D���$���1�����G�ì�¢�!�l�D�j���j¬K�Z�D�5£<�i�

�_�i�R�¢��£��D���T��¨D�$�����$�R�G�T�j��«��$��£$���t¤D£$�K« �$�¢��¨p¿á�$�������¢�i��¶
ÇW���!�D���K�D�����G�ì�¢���_�i���j��£��D���i���1¨D�$���²�����G�ì�¢�!�l�D�j�²�¨l�$�����$�R�G�T�j�%«��$�j£����#�j¬K�3¤��$�
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|ψ〉 = |α1〉 ⊗ |α2〉 ⊗ · · · ⊗ |αn〉 ,

³`üK¶�üXµ
�K� |αj〉 ∈ Hj, j = 1, . . . n

¶
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�j�l�D�j�����¢��«²���
A
�
B
¨3¿Á���j�_�i����¨D�ÕÊ������������ HA

� HB

¤^�i«Q�
dim(HA) = dA

�
dim(HB) = dB

¤��D�ÿóGú)ïÃðiï�íoît÷�ðië�<�ó)ë�<$÷Gê�MqM ðië!ó)ô_ï©ë�ù)(KñõëÈ���F�¢�j�y������¨D�K�����D�tª
�j�����j�$«��$��§K�Â¨D�K�D�T������

|ψ+〉 =
1√
d

d∑

i=1

|iA〉|iB〉 ,
³RüK¶ { µ

�K�
d ≡ min(dA, dB)

¤T� {|iα〉}dαi=1

Ä����D�_���_�i���s�i���¢�i�D�K�j«²�i�K���t£$�i�K�o�$���i�F�j�l�D�j�����¢��«!�
α = A

¤
B
¶
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ρ
�(�D�¯�j���D�j���j���(�¢�

�Â�D�!�������j�$«²�Â�i«Q���$�j�D�i��¨l�©Ê�����o�$�R� H1⊗H2⊗· · ·⊗Hn

Ä���úXóaílði÷�ð�<�M�ó��j½7�7�D�K«�Ä$�
�j½��������i�����j£��j���l�j�Â£$�K«

ρ =
∑

i

piρ
i
1 ⊗ ρi2 ⊗ · · · ⊗ ρin ,

³RüK¶ÁÖFµ

�K�
pi
�j¬i���l�j�K�_�T�D�������G�ì�¢���

ρij
�j¬K���$�R�G�T�j�Ò«��$��£$���Â¨l�$�_�j�l�D�j�����¢��«!�

j ∀i ¤ j = 1, . . . n
¶

�©�p��¥K�_�i�o�(�D�Â�$�y�$�3£<�i��¨D�����������G�ì�¢���D�D���$¤D�����D�y�$���¢�T��«��$�j£����Q�D��Ä����j�$�D�i�¢�i�l���
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j = 1, . . . n
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B
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N
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£$�K«��D�D��£$�i£$��¬�£$��»i�j����£<�����(�j�j�Â�$�����^³.¢ÂÇ
Ó�Ó�µ.¶
®��_�l�j�V£$Ä$�L¨l�¨l�$���j��� · ���T£$��¬�§K�����$�D���$�j���F�G�T�s�����L��� � ��¥K�D�j�1³RüK¶ ü�µ.¤K�D���¯����§T���)¦V�¢���tª�j��¬��i�l£$�i�L¨D�
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n
���D�D�j�����j�$«��$�

�$�Q¨l�K�+£$�i�ì¾��D�F�¢��¨D���d���j�$�F�j�$¤K�t�i�D����£<�T�
¨l���D�K������«²�T�j�$� ¦l��¨D�7�D�D��£���¬D¶��¿á�D�_�¯«²�i�D�$�j�
�_�T�j�D�¢�i���$��¨D� �_�D��� ¦Ð�À¿Á��«Q�D���K�����i«²���F�©�(�D���������i�¯¨D�$�R�¢��� · ���i��¨3¿Á�D�Ð£��$�R�Â�$���¢�T� ρ �$��$����½�«�����¨p¿Á�l�Ð�D�K«Q�D���¸���=�_�D� �©¨l�Q£��K�l���$��å

ED = N/M
���Ð�$�
��½�«²� �

M → ∞ ¶�ÇW�¨D�7�D�D��£���¬y¨D�
ED
�$�#�¢���j«��$�Â¨p¿á�D�@��½�«����©�i���j��«��l���i�¢��£Q�$�+�Û�\¨D� �d½�£$����¨l��£$�i��£��D���T�¯¨D�

«!�T�D�$�j���.¦l�l��½�£����¢�1¨3¿Á�D�D���d�K��«!��¥K���Dâ$����£<�t¶�¡
�i�©�W�T� ¦G�D¤_�D���j�$���D���¢�T�«²�i�����D�i�¢�i�D���
Ä$���(�D���o�$���Q�����¢�T�¢���l�D�j���D���_�i�R�¢���j� |ψAB〉 �T�V�l�$���¢��«²���j�D�j�Q£$�K���D£$��¨D�$�¼¦²�i«Q�\�Ã¿á�$�Vª�¢���K�D���1¨D� B��K��Ø�$�D«²�i�D��¨D���(�_�T���j�)§K�K�
¨D�^������¨D�l�$�©«²�T�j�j���l�¨l�$�D�����G�ì�©���$¨D�=DÃ¨D�$��¤
ED = S(ρA) = S(ρB)

¤7�i«Q�
S(σ) = −tr(σ log2(σ))

¶

(ρ)
M NOLCC

+ +(| ψ  >< ψ  |)
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M
£��i�D������¨D�¸�À¿Á�����¢�T��«²���j£����

ρ
¶
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ρ
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£��i�D�����Q¨p¿Á�i�(�D�$�R�¢�K��¶��L���D�×�$«Q�l�j�K�����i«��$�F�¸�V�l�\�D�Ð�$���o�i���.¦t�j�j���D�j�T¤s�s�����Q�G�i�F�
Ä$���T�_�i�j���F�¢«��$�F����(àl�¢���3���À¿Á�D�i�¢�Q¨D�����<�i�����¢Ô$�i�s�¢�i�j�(�D����¨p¿Á���l�d�K��«!�i£���¬Q�(�_»T�(�j��£$�l¤D�K�
�¢½��D��£$�i«��$�F��£<�T���$�y�����G�ì�¢��i«Q�y�$«��D�j�K�����i«��$�F��«²»ì¦t��«�¶
·����Â�¢�i�+¨p¿á�$�F�j�$�D¨D���²«��������K��£��K«*��¬K�@�i�(�D�$�R�¢�^�$���¢�T�¢��¤W���F�¢���t¨D�GD±«È�$�+£��K�D£$���l�¢�

¨D���¢�j�i�D�����K����£���¬��_�i��£$���i�Ãå

� �'�w���.���"! ³#��¨5¥������Î�����.���"!ß��¥¯¨����\¥��ð¶�# ¨D�i�_�T���D�Ð�����¢�T���D���_�i���j���
ρ
�j���D�j���j�$�Vª

�G�T�(�^¨D�i�^���D�D�������j�$«��$�
A
�
B
¨p¿Á���j�_�T���Â¨D�²Ê������������ HA

� HB

¨D�1¨D��«²���D�j���K�D�
dA�

dB
���$������£��¢� §T�i«²���F�<¤3��¨D�K�_�T¨_�!�D�_�²�_�i�j�����V£<�i�W�o�$�¯�²£<�i¨_�²�j�D�o�$���_�i� {|iα〉}dαi=1

¤
α = A, B

¤l���!ïÛ÷�ðiôlúaí_êXú)ñÃé)ñÃò�ílði÷¢é)ñÛð�MF¨D�¯����«²�T�¢�����
ρ
���$�j�o�$£)�¢�^�i�o�j�D�l�j���R�¢��«!�

A
§K�

¨D�K�D�i¨_�������
(ρTA)iAjAiBjB = (ρ)jAiAiBjB .

³RüK¶��(µ

ÇW�¸�¢�j�i�D�j�o�K����£$��¬Q�_�i��£$���i�7�j��«��D���$«��$�F�s�j�¢�i�l�j�o�K�¢�Q���$�j�o�$£)�¢�Â�Q�D�\¨l�$���s¨D�K�����D�tª
�j�����j�$«��$�$¤(�D�1£��K�²¨l�K�_�i¨_���D�D�^�_�T�j�i¤(�DÄ��s�l��£��K�D£��$�l�j��«��K���+��«����K�R�G�i�F���$�����©�¢���Tª
�j����¨D���Ã¿á�$«Q�D���K�����i«��$�F�+¨D��¥K�l���Â�j�$�K���$«��$��£$�i« �$�_�j��¥@?D���(�$¤l�(�D��D�^¨D�$«��K���j�¢�i���$«�å

A �O�U¨��@¼¾¥B# �(�_�i������§i�K�p�$�R�G�T���l���_�i�R�¢� �
ρ
�j���D�j���j�$�F�¢�i�F�©¨D�i���j�D�D�����R�¢�$«��$�

A
�
B�G�T�s�(�D�

ρTA ≥ 0
³Û�D�f£��K�f¨D� �_�D��¨D�r�D�_�r�D�i�j�\���t£$�i�Ò�r£<�i¨D�r�j�D�l�j���R�¢��«!�Fµ^�D��Ä$�

¨D�����¢��� · ���i�D���i¶

�©�����$���¢�T�¢�
ρ
£$�K«*�$����¨l�$�+�¢���K�j��«!�y�i�F�j�$�j���K�©�¢�i�����(�D�1���%����§T�y«!�T�j�j�����¢�¢�T�D�Rª

�o�K�¢�i¨D���_�T�j£$���i�LÄ$�^�o�K�j� �¢��§T�\�D�K« �����¸�i�D�K«��$�D�!¹a�$�R�G�T�j�¸¡�·�·�ºG¤
¨D�Q¹a�¢�j�i�D�����K�j�i¨_�
�_�i��£$���i�_���i�j���j��§T�ìº
C)¶�Ït�©���$¥K�l�$� ¦²�(�D���V�D�i������§K�i�o�����¢�T����«Q�D�j�i�����ì���V�l�©�j��¥K�D�_¡�·�·´�¢Ä
�$«��D�j�K�����i«��$�F�
������¥F�ì�<¶�ÇL¿á�)¦t�$«��D�����K�j��¥K���_�T�F¨D�K�_�T�������+Ê�K�j�V¨D�$£>=(�Wó)ï
ð�M:9L£��K�j���$����¬K�
�¸�l�_�¸�Û�i«�½������©¨p¿á�$�R�G�T�j���$�!�D�%�$���_�i�o¨D�¯Ê�����������

C(3)⊗C(3)
³Û¨D�i�s�(�l�j�j���j�Gµ.¶ 
 �¢��� ª

���jÔ<�i�F�Ò���Â�D�i�¢�i£$��¬¸�����¢»i�D¨_�i��¨%�o�$�s�¸�����s�D�i�j�������V£<�T�����$�!�i�(�D�$�R��£<�T��³ |1〉|1〉 ¤ |1〉|2〉 ¤

D#TU'f(+*8,:&#/:132!'547(!476 2g*�* '56 (+&09:*5$�9._ ')&#(g9H&09\,:*�,:9�iUiFEÆ$�X�&lñ5y�|~sï��sHG��bñ5��x~��su���@�%x.����|�ñ�y}|~sï�%suy���;
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|1〉|3〉 ¤ |2〉|1〉 ¤ |2〉|2〉 ¤t���j£Xµ)¤7�T�V�l�$���j�$��«!�T�j�j���D��§K���D�$��¨D�K�_�T¨D�$��������Ã¿á�)¦t�D���$�j����¬

ρ(a) =
1

8a+ 1




a 0 0 0 a 0 0 0 a
0 a 0 0 0 0 0 0 0
0 0 a 0 0 0 0 0 0
0 0 0 a 0 0 0 0 0
a 0 0 0 a 0 0 0 a
0 0 0 0 0 a 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1+a
2

0
√

1−a2

2

0 0 0 0 0 0 0 a 0

a 0 0 0 a 0
√

1−a2

2
0 1+a

2




,
³`üK¶g¡iµ

�K�
0 < a < 1

¶©���V�l�$���^Ä��¯�D�Ð�)¦t��«²�D����¨D�¸�Û�i«²½������1¨3¿Á�����G�ì�¢���i«����$«Q�l�j�K�����i«��$�F�
������¥F�T�$¤����T¨D�j��£$�$« �i�����$£��j�K�^���F�¢���j�$���¢�T�Q�Õû!�ìýs������������¨l�$«��K���j�¢�i£���¬��)¦t�D��½�£$� �G�\¨D�
�(�D�¸�À¿Á�����¢�T��¨D�K�_�ì��1�À¿Á���(�_�i£$��¬�³RüK¶+¡Kµ�Ä$����«Q�D�j�i�����ì����¡�·�·�¶
æJç�K L éÐ��~��NMO�Â~+� �W���p�Wß�� ���\ß
Æa�F�¢�j�V¨D�=DÃ«Ú�$�r�i�(�D�$�R�G���j�$£�£$��¬²����£$�K�D£��$�l�j��¨p¿á�K�o�$�j�i¨D�K���j�$���j��«��K�D�À¤l¨D�^����«²�i�D�$�j�
�$�f�(�D�%���$¥K�l�$� ¦�å����D���i�j�$« �(�D�!�¢���D��«-¨D�i��£$�i�ì¾��D�F�¢�Q£��K�F§K�.¦l���

S1

�
S2

¨l���D�^¨D�
�Ã¿á�$���_�i�3¨l�©�¢�i�j���$�����K�o�$�j�i¨D�K�����(�D�Â�i£��j�D�$�\���K�D�����D�\£$���������j�_�i�3¨D��Ê������o�$�R��³d�$�j�D�i�
�i�7�(�_�i�o�������G�T�(Ìi�$�\���$��«²�T�j�j���l�Ò¨l�$�D�����G�ì�.µ)¤(�G�T�����(�D�

S1

Ä������l£$�%�i�s�
S2

¶L���$£$�i�j¨D��«
�i�(�D½l�(�D���D�Q£$�i�ì¾��D�F�

S
Ä$��£$�K�F§K�.¦1�j½V�V�D�K«�Ä$����½l¨D�i�_�T�¢��¨D�K�+«��$«��D�j����¨D���t£��K�ì¾��D�F�

ρ
¤
σ ∈ S ¤D����£$�i«Q�D���D�i£$��¬

γ(p) ≡ pρ+ (1− p)σ ³`üK¶ È µ
Ä$���G�i�3�V�l�

γ(p) ∈ S ¤7�i«Q� p ∈ [0, 1]
¶ 
 ���K�o�$�¢�T¨D�K���D���j«�½��¢��£

W
Ä����l�×êGí_ó)÷�ð�íVêì÷

ï`óGú)ïÛñõë!êìô_ño�j½����D�K«�Ä$����½p§K���j���D£<�1�V�l�iå
• ∀σ ∈ S1, tr(Wσ) ≥ 0

¶

• Ê���_�1�i��«²���FÌt���D� ρ ∈ S2

�G�T�p�(�D�
tr(Wρ) < 0

¶

• tr(W ) = 1
³Û�D�K��«!�T�����jÔ<�i£���¬(µ.¶


 �I£$�i�!�D�i���j��£$�l���i��«²���(�1���F�¢�$���$���¢�i�F�²Ä$�%�T�V�l�$�������I�$���(�D�
S1

Ä$���$��£��K�ì¾��D�F�
¨p¿á�$���¢�T�¢�1���$�_�i�j�i�D���$�$¤

S2

Ä$�1�$��£$�K�ì¾��l�(��¨D�%�j�i�¢�������������G�ì�¢�1�(�_»i�F�¢��£$���
W
Ä$�1�D�

�K�D���$��§T�i�l�����(�D�¯�¢Ä¯§T�i���K�����j�o�$�j�T� ≥ 0
�o�$�����¢�T�¢���$�����$�R�G�T�j���j�$�D�i�¢�i�l���$���

< 0
�o�$�
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PQ

W

S

S

1

2

ρ

� ��¥K�D�¢�Qüi¶ { å
�j���j�D���$���$�F�G�i£���¬Q�l��£����K�j��£<�¯¨p¿á�D���K�o�$�¢�T¨D�K�+�¢�����j��«��K�D�
W
¨D���R�¢���l¥K���F�L�D�

�$�R�G�T�
ρ
¨D���D��¨D�

S2

�_�d�K�j��¨D�
S1

¶L·������)¦t��«²�D���i¤
S1

���V¨D�j�����j�$�Ò�$�7£��K�ì¾��D�F�Ò¨p¿á�$���¢�T�¢�
�j���_�i�j�i�D�����$¤

S2

�$��£��K�ì¾��D�F�¨D���¢�i�j���$���������¢�T�¢���(�_»i�F�¢��£$��¤o�
ρ
�D���$�R�G�T���«Q�D�j�i�����ì�<¶

�i��¥K�D�Ð�$�R�G�T�Â��«Q�D���K�����T�<¶ 
 �@�i� �¢�j���)¦t�$«��D�����o�V¨D�j���%�j�$�^�i�(�D�������$�@�$�L�(�D�i¤W¨D�i�_�T�
�D�Ë���j�_�i�©¨D�#Ê������o�$���!¨D�r�j�j�$�\�(�D�l���¢��¤

S1

Ä��\�$�¯£��K�ì¾��D�F�\¨p¿á�$�R�G�T�j�y�D�����$�_�i�j�i�D���$�
�j���j�o�$£)�¢�Ò¨D�����$�p�j�j�����o�K�j�����D���$���D���_�i�R�¢��£����K�l�3¨D���F�j���R�¢��«!���

S2

Ä$�W�$�F£��K�ì¾��D�F�
¨p¿á�$���¢�T�¢�
�D���j�$�D�i�¢�i�l���$�����$������£��¢�¸���D�K«�Ä$��¨D�D�����l���_�i�R�¢��£$���i�D���_�T���¢��£$�D���i�j��¶
ÇW����«²�o�K���¢»i�D£�����¨D�������K�o�$�j�i¨D�K�����j�$�R�¢��«��K�D�3�¢�i¨D��£<���$���(�D�¸���D��D�j�K�o�K��£$���i�D�$�

�D�_�1£$�i�D¨D��£���¬��D�$£��$���¢»i�����²�����=�_£����$�F�©�����©�1�¢�i�o�$��j�W�D��¨D���j�$��«²���_�T���$�R�G�T��Ä$��$«�ª
�D���K�����T�W�©�D��û À ¤� V¤tü&%�ý�³d�Ã¿Á�i�D�K«��$�D�T�p¹`�D���K�D����«!��¨D�s�����j���_�i�¢�T�D�������G�ì��ºRµ.¶��©�¼¦=���(�D�$¨_�
¨D�Â«²�i�D���d�������o�$�p�j�$�K���$«²���j�$¥R?D�$�F�<¤7�(�D�Â�D��¨D�$«��K�R�¢�¢�T�j�$«�å

A �O�U¨��@¼¾¥B# �D�Ë�����G�ì�
ρ
Ä��!�$«��D�j�K�����T����½���D�K«�Ä$�²�j½�)¦t���R�¢�$�¼¦Z�D�É�K�o�$�j�i¨D�K�

�¢�����j��«��K�D�
W
�(�D�Ò¹`¨l���¢��£��¢�ìº

ρ
¤iÄ��L��¨D���$¤

tr(Wρ) < 0
�
tr(Wσ) ≥ 0 ∀σ ���$�_�T�¢�i�D���i¶

ÇL¿ �i�F�j�$�j���K���j�$�K���$«²�!Ä$��¤p¨D���d�)�<¤�«²�K� �«²Ä��¯¥K�$�l�$�¢�T�Ã¤3�
�$�©���i�©�$�R�¢�$�l¨D�j���!£��K�tª
¾��D�F�¢�©£$�K�F§K�.¦t�$�^�$�Ð¥K���D�$�j�i��³Û�À¿ �T�D�K«��$�_�T��¢���K�j��«!�²¨p¿ Ê��i�D�tªaþ��i�_�T£G�7µ)¶Â·L��£)�}�K����£$�ìª
«��$�F�
�D�K«ÿ�j���D�j���j���(�¢�¯�i�(�D�����G��j� �¢�_�i£���¬�¨D�Ò����«²�i�D�$�j������(�D�s�i�_�i���$�¼¦^���� � ��¥K�l�¢�
üK¶ { ¶3�L��D���d�)���«����K�R�G�i�F���(�D���i�(�D�$�R���j�$�K���$«²�����D��¨l�K�_�²�l�r£$�����j�$�j��«²�T�j�$«²»T�¢��£
�o�$���@¨l���¢���j«����_�T���j���D�5¨D���j�$�j«����D�T�1�$�R�G�T�

ρ
Ä��²��«Q�D���K�����T���@�D�Dåy�j��«²�D���$«��$�F�

£<�T��£$���j£<�T���l�Z�K�o�$�j�i¨D�K�Q�j�$�R�¢��«��K�D���i¨D���V�D�T���V�l������¨D���j�$£��j�Ã¶5Ír�T���i�D�j�i¨_�i«��$�F�$¤
�i�(�D�������D�ÐÄ$�1�D�×£��j���j�$�����D�¢»T£��¢��£i¤L¨D�i�_�T�1�(�D�\�¢���K�_�i�Q�À¿Á�i�����¢�i¨D�i���¢�����¢��«²�i�D���(�D�
¨D�)�¢�$£)�G�^�D�²¨l���¢���j«����_�ì���$���¢�T�Ò�$«Q�l�j�K�����T�LÄ��s���!¥K���D�$�j�i�_�D���D�j�i�D����«!��ë!ê�M ï_¨D� �d½�£$���Ã¶
Ø��i«²Ä��L�����s��£$�i�j�K��«��K���+�_�i���j��£��D���i���+�$¿á�_�i�²�i£��K�D�j��¥K�D� ��£$�K�D�R�¢���D���L¨D��«²�i�D���¢���j���Rª
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�¢��«!»T�j��£$�^�K�o�$�j�i¨D�K���s�j�$���j��«��K�D�À¤F���������^�(�D�¯���%¥K�$�l�$�¢�T�Ã¤V�j�$������£��j���i�7�D�j�i�D����«!�Â¨D�
�����j�$�D�i�¢�i�l����� �G�T��\�D�!¨p¿Á�l�Ð¨D���j�$�j«����D�T�¯�����G�ì���(�_»i�F�¢��£i¤3�������K�����¢�i¨l�K�j�©�j�$�R�¢��«��K�D�
�D�j�i���K��£$���K�D�$�y�D��£$�����j�$�j�3«!�T�j�$«²»T�¢��£©�o�$�0�²£��K«²�l����£$�T�������1�l�¢»i£)�¢��£$�l¶
Ç
�Â�¢���K�j���^¨D�����Ò�K�o�$�¢�T¨D�K�j���¢�����j��«��K�D�_¨D���D��¨D�$�o£<�i«���¨D�©�����j�$�K�����Â¨D��Ã¿á�$«Q�D���K� ª

���i«��$�F���_��¨D�i�_�T�Ò�����t£������$�j�l���G�ì�¢��«²�i���L�D�T�G�i�D���$��¤F�V�l���D�^�$��«²���F�G�i���$« �$�²�i�(�D�����
�¢���$�_�i����³õ§K�$�l�j�i¤��o�$�©�)¦t�$«��D���T¤�û À ¤H t¤�ü&%ìýÀ¤p��¨l��«!�i�l�$�¢�²«²Ä���¥K�$�D���¢�i�À¤3�����©�j�j�$�D�i�����
¨D�$��¥K�j�l�r�¢�7�K�j��£�¨D��Ê��i�D�D�X§i�$�¯¨D���j��¥K����o�$�
�D�j�i�d���j���K�ÂÍr�i£����a¾©ÇW�)Î����D���j�$���7µ)¶fBÒ�i���
¨D���
�(�D����¬K�Q�D�_��$���_��«��K���
àl�j���(�$���Ã¿á�$���j�D¨D�V¨D���À¿Á��«Q�D���K�����i«²���F�<¤X£$�i«°£��K�D�R�G�T�¢�i�j��«
«²Ä������D¨_�<§T�i�F���$�r�i�(�D�$�R��«²�T�¢��� ¦\�j�j�$�D�i�������r�d�$�àD�©¨3¿Á��������o�$���²�D��¨l�$����D�K�R�¢���$�
�j���j�D� �G�T�j�$¶
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®L� �i�(�D�$�R�\£<�i�l½��¢�i����F�¢�j�V¨D�=DÃ« �$��£$�K�D£��$�l�j��¨D�Ðþ��i�j�r·����t¨l�D£��j�ÐØ��Tªa®�¦t�j�$�D�����D���
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���D�_��¨D����£$�D���j��¬!�i��§K�K� �G�i�F��¨D�Â�À¿ �i£)�¢�_�T�p¨D�7�D�D��£���¬�¨p¿á�$«Q�l�j�K�����i«��$�F�<¤V�p«��i�¢� §T�i�¢»����
�j�����G�1¨D���p�¢�j���_�i���p�(�D���T�V�l½��$¿á�)¦t���i�¢�l¶

��ç7æ ^ Ü`_ è �Ùß´�����\~a�©ì ì$�^� ���1� ì7ì)ß)}����
ÇW�1¨l�7�_�D��£$��¬�«²�T�j�$«²»T�¢��£<���D���$£����¢�1¨D�^þ�·�Ø©®ZÄ$�������j��¥@?D���(��û¼üKü�ýÀå

� � �w�l�\���"!ß³�¤¦§J«°J¶&# £$�i�D�j��¨D�$���$«Ù�D�!�����R�¢�$«²�¸�(�_»T�(�j��£��d�K�j«²�T�Ò¨D�
m
�j�D�l�j���`ª

�¢��«²��� H =
⊗m

i=1Hi

¤V�K�!����¨D��«��$�D����¬^¨D��Ã¿á�$�j�D�i�7¨D�¯Ê�����o�$�R��¨D�©£$�i¨_�^�j�D�D�����R�¢�$«²�
�$�
di = dim(Hi)

¶ 
 �_�×³d���D£��K«��D���)�G�y���K�R�¢�K¥K�i�_�i�õµ¯�_�T�j�%�D���t¨l�D£��j�@³Àþ�·Òµ^Ä����D�
£$�K��¾��D�F�

S
¨p¿á�$�R�G�T�j�Â�D�D�j���l�j�V¨D�D£��j���K���j�K¥K�K�D�i�����$�F�¢�����������$¤3�(�D�1�.¦l�D�i�D¨D��� ¦t�$�@�D�

�j�D�o�$���_�i� HS

¨l� H ¶ 
 �_�cb�ðìúXó"Is÷¢ê�íiî7é)ïaóed¸êgfiha(Kïaó)ôlú)ñ\<�M�óNjkb3Ildmhon�Ä$�Ò�D�_�^þ�·b�G�T�
�(�D�¸�����j�������D�D�j���j�_�T��£��K«²�l���$«��$�F�¢�i�j� H−HS

�D��£$�K�F�¢ÄÂ£$�i�������¢�T��D�j�V¨D�D£)�¢�i¶


 ���)¦t�$«��D����¨l��þ�·�Ø©®ÕÄ��Ò���_�j��¥@?D�$�F�Ò£$�i�ì¾��D�F�Ò¨p¿Á�����¢�T�¢�Ò�
C(3)⊗C(3)

¤(�i�D�K«�ª

ü5�



ü À õwöf÷ÎÉ�ø8ù"úp�=ü � ö � Ì � ÷ � ù"Ë�ÿ8õºølÌ½Ênùeq.ÌÆÍ ølÌFÊ �r�s� ú�Ì �utv� ÷FÊ)Ì �'w
�$�D�T� A �\�\�@� û¼üKü$ýÀå

|ψ0〉 =
1√
2
|0〉(|0〉 − |1〉), |ψ1〉 =

1√
2

(|0〉 − |1〉)|2〉,

|ψ2〉 =
1√
2
|2〉(|1〉 − |2〉), |ψ3〉 =

1√
2

(|1〉 − |2〉)|0〉,

|ψ4〉 =
1

3
(|0〉+ |1〉+ |2〉)(|0〉+ |1〉+ |2〉) . ³ { ¶�üXµ

ÇW�Â�d�i�j«²�Â¨l�§i�$�D���©�(�D� A �\�\�@� �d�K�j«²���D�_�¸þ�·�Ø©®´Ä$���i¨D�K�D�i�Rª±�j��¨D��V�l�©�(�_�i���j��§i�K�
�j�l��£��K�ì¾��D�F��¨D�²�¢�j���¸§i�$£��j�K�j�����$�R�¢�j���D¥K� �¢�¸�r�D�f¨D������¨l�K�����D�D�j�����j�$«��$���)¦t�_�T�D¨D�$�¼¦
�¢�T�s�À¿Á���j�_�T�D�¢�j��¨D��«��$�l�j���i�_�i�l¨l�$�7�j�D�l�j���R�¢��«!�l¤(���^�(�D����«�����¨D�$�¼¦��(�D��(�_�i������§i�K�3�T���¢���
�D�K�\§i�$£��j�K��D�j�V¨D�D£)�¢�Â�j��¥K�D�p�K�R�¢�K¥i�K�_�i���Q�j�i�¢���������)¦t���R�¢���(�j�$¶
 �y£$�i�D£$���l�¢�^��«����i���G�T�(���i���j�V£$���ì��Q���$��þ�·ÒØ�®L�Ä����$�p¨p¿á�$�R�G�T���i���j�V£$���T���Q�D�_�
þ�·�Ø©®�¤_��¹`�����¢�T��þ�·�Ø©®�ºG¤_�(�D���¢�T�����$¥K�l����¨D� �_�D��«�å

� �'�w���.���"! ³0�@�7��¥=��¤¦§J«°©¶�# ¨D�K�_�i¨D�#�l�_�#þ�·�Ø©®g¨D�
m
§K��£��¢�i�j� {|ψi〉}mi=1¨D���D��¨p¿á�D�b���j�_�T�L¨D�1Ê������o�$���¯¨D��¨D��«��$�l�j��¬%�j�i�G�T�

D
¤��Ã¿á�$�R�G�T���i�j���t£����T�^�\���\þ�·ÒØ�®

³Û�����¢�T��þ�·�Ø©®Òµ�§K�^¨D�K�_�T���o�$���À¿Á�.¦l�l�j�$���j��¬

ρ(BPNE) =
1

D −m

(
I−

m∑

i=1

|ψi〉〈ψi|
)

.
³ { ¶ { µ

®L�r�o�t�(�D�����_�T�¢�i�D���$��¤_�Ã¿á�$���¢�T���i�j���t£����T��1�D�_��£$�����G��þ�·�Ø©®ÉÄ�������«��D����«²���F�����
��¨l�$�F�¢� �G�T�¨D�������D�����j�_�T���K�R�¢�K¥K�i�_�i�W�²���!þ�·�Ø�®�¶o���(�D�$�R�¢�������G�ì�¢�©��¬K����«²�o�K���¢�i�F�¢��¤
¨D��¥K�l���i�3�j�$�K���$«²�1�(�D���j�i���j��¥K�D���¨D��«²�i���¢���$«�å

A �O�U¨��@¼¾¥B# �$���������G�ì�¢���T�j�j�V£$���T�¢�����(�_�i���j��§i�K�pþ�·ÒØ�®5��¬K�%�����G�ì�¢���i«��!�$«��D�j�K�¼ª
���T«²���(��������¥F�T�$¶

� �G¼ �k� ��¨5¥����x!o# �Ã¿á�$���¢�T�
¨D�K�_�ì�����Ã¿á�$�(�_�T£$��¬�³ { ¶ { µ3Ä���������¨D�$�F�j���G�ì�W�$�^�$�(�j�D�o�$���_�i�
�K�R�¢�K¥K�i�_�i�W�!���²þ�·�Ø�®�¶3©�$¥i�l�������²¨l�7�_�D��£$��¬²¨D�Qþ�·�Ø©®�¤3�T�V�l�$���¯Ä$�©�l���j�D�o�$���_�i�
�(�D�Â�D�1£$�K�F�jÄ�£<�i���$�R�G�T���D���t¨l�D£��j�i¤_�p�o�$���¢�i�F���Ã¿á�$���¢�T�

ρ(BPNE)
Ä$���D�y�$�R�G�T����«1ª

�D���K�����T�<¶\·
�$�^§K�$�l�j�%�(�D�!�i�(�D�$�R���$«Q�l�j�K�����i«��$�F�ÂÄ$�¸�D�´��«Q�D�j�i�����T«²���(�Â������¥F�T�<¤�£$�i�
�D����§T�i���(�D���i�(�D�����L�����G�ì�L�D�¯Ä��+¨D�$�R�¢��� · ���i�D���Ò���$������£��¢��¨l���(�_�i���j��§i�K�l�o�K���j���l�����l���_�i�`ª�¢��£$��¬D¶+·
�$���G�T�3¨D��¨D��«²�i���¢�j�i���T�V�l�$�����d�)�<¤l���D���i¨D�i�D�$«��V�l�i¤D�D�y£��K�\�$��£$�K������¨D�¸�D�_�
�D���_�i���j��£���¬�¨D�����������j�$«²�l¤7�$���������G�ì�¢� |ψi〉 ¨D�����²þ�·ÒØ�®Ë�j�$«��D�����$�����V¨D��« �$�j£��j���D�j�£$�i« |ψi〉 = |ai〉|bi〉

¤_�K� |ai〉 �o�$���¢�i�FÌ����l�r¨D�������j�D�l�j���R�¢��«²��� ∀i ¤7�Â��¨lâ$�F�¢��£<�i«��$�F�



�=ü��=ü�Ì � ø=ö)ø �y� ÷FÊòÌá÷FÌ �{z Ìºõºø=ö��¬ÌFÊ�ø ���6� ÌF÷kö � ö � ú�Ì � ü� 
����� |bi〉 �j���j�o�$£)�¢�^¨D�Â�Ã¿Á�i���j�j�©���D�D�������j�$«²�l¶ÒÇW���j�¢�i�l�j�o�K�j��£$��¬��D�i�j£����i��¨D�$�¼¦D�1���Q��¨D�$�Vª�¢� �G�T�����_�i���j�$�j�i¨_�l¤K«��$�F�j�j��V�l��Ä��s�Û»i£����l§i�$�D���©�(�D���¢�¢�T�D���d�K��«!� |ai〉〈ai|⊗ |bi〉〈bi| �$�
|a′i〉〈a′i| ⊗ |bi〉〈bi|

¤V�K� |a′i〉 ≡ (|ai〉)∗ ∀i
³Û�l�$«'�j�D�o�K�¢�ì�<¤V�j�$�l�j�¯�oâ$��¨D�_��¨D��¥K�$�l�$�¢�T��� ª

�G�T�$¤t�(�D�������¢�j�i�D�j�o�K����£$��¬Â�_�i�j£����i�7���Ò�Û�^�j�$������£��j�¯¨D�$�7�D����«��$���j�l�D�j�����¢��«!�Kµ)¶�ÇL¿Á�����¢�T�
�i� ¦t½��K�l�¢���D¥K�l�©�$���o�i�����(�j�$���D�j�)�G�i�¯�¢�i«Q�oÄ�£$�i«*�D�_�\«²�T�¢������¨D�$�D�����¢�T�<¤p��Ä$��¨D�K�l£$�
�D�´�K�o�$�j�i¨D�K� ≥ 0

¤������V�l�%��«��D����£<�%�(�D�
ρ(BPNE)

Ä$�¸�D�´�$�R�G�T��¡�·�·�¶�Ó��K«-�V�l�
�i�(�D�$�R�¸�¢�i«Q�oÄ��$�j���D�@�$�R�G�T�^��«Q�D�j�i�����ì�<¤

ρ(BPNE)
�¢Ä1��«Q�D�j�i�����T«²���(�©������¥F�T�$¤3�o�$�

�(�_�i������§i�K�
þ�·�Ø©®�¶ �
®��L�j�$�K���$«²�\�i�F�¢�$�����K��Ä��¸��«²�o�K�R�G�i�F�<¤3¨D�K�_�T�Â�(�D���$�l�^�l�j�K�o�K�j£����K�D�y�l�_�\«!�i�Vª

�$�j�@�������j�$«²»T�¢��£<��¨D�y£��K�D���j�j�D���1�$���¢�T�¢���i«��5��«Q�D���K�����i«²���F��������¥F�T���Ð�_�i�R�¢����¨l�����
£$�K�l���¢���D£$£���¬b¨D�rþ�·ÒØ�®L�$¶ ®L���1�$�R�G�T�j�%þ�·�Ø�®è�j¬K�Z�$���¢�T�¢�²�$«Q�l�j�K�����T�j�$¤L�¢�i�����(�D�
¨D�!«²�i�D���¢�y«²�i���Â�d�$�D���i¤
¨D�K�_�ì���(�D�%�l�K« �D�r�o�i�¸¨D�$�R�¢��� · ���i�Â�i�D���K���t�G�i«��$�F�^�j���Q��_�i�R�¢����¨3¿Á��������¶5Ït¬K�p¤s¨D�K�D£��$¤s�$�I�l�j���l£$���l�����V£\àl�j������¨l��£$�i�¢�@�Ð�j�$�i��� �¢Ô<�T���G�i���(�D�$�
�D�¢»T£��¢���(�D�$�����@���l�d�K��«!�i£���¬��(�_»i�F�¢��£<�l¶^¡��T���j��¥K�D���©§K�$�l�j�$«*�V�l�1�i��¥K�l�D�¯¨p¿Á�i�(�D�$�R�¢�
�$�R�G�T�j�$¤��r«�Ä$���r«²Ä���¨D�²�¢�$�l���^�$«Q�D���K�����i«��$�F�^������¥F�T�$¤W�j�$�D���f¨p¿Á�i���j�j�$�^�D���K�D���)�G�T�j�
�(�D�Q�$����Û�T�r�_�i�R�¢��£$�D���i�j«��$�F����F�¢���j���j�¢�T�(�j�¯¨D���©¨D�����D�l�(�©¨D�¸§V�����G��¨D�����1�j�$�K�����1¨D�
�Ã¿á�$«Q�l�j�K�����i«��$�F�<¶

��ç�� è �p�
�Â�
� ^ Ü|_ è éÐ��~�Ýì��Þs�
�^� ���1�}�yß$���"é��Â~��8��ì)���
Ó��K�D����¨D���j�$« �#£$�i�(�j���(�_�i£���¬#���Ð���$¥@?D���F�\þ�·�Ø©® �������j�j�$�1�(�D�D� �¢�r³ H = C(2) ⊗
C(2)⊗ C(2)

µ��i�l�K«²���_�i¨_��~ Ä��x�:��� û¼üKü$ýÀå
Shifts ≡ {|0, 0, 0〉, |1,−,+〉, |+, 1,−〉, |−,+, 1〉} , ³ { ¶ ÖKµ

�K� |±〉 = 1√
2
(|0〉± |1〉) ¶�·��V¨D�$« §i�$�D���©�(�D��~ Ä��x�:��� Ä����D�_�¸þ�·�Ø©®´�o�$���s«²�T�¢��� ¦t�K�

�i�j¥i�D«²���F�¢�Q¨D�\�À¿ �T�_�i���¢�T���T�(�j�$�����K��å²�(�_�i���j�)§K�K�����D�o£$�K�ì¾��l�(��¨D�!¨D�K���$�R�G�T�j�$¤��(�_�i�
�$�D�����$���j�j���D¥K��« ���D�1¨D�$���+�¢���$���(�D�D���j�$¤F�.¦l�D�i�D¨D��� ¦��j�i���Ã¿á�$���_�i�D¨D��Ê�����������L¨p¿Á�i�(�D�����
�(�D�D���$¤F���Â�(�D����«�����¨D�$�¼¦Q�(�D��(�_�i���j��§i�K�7�i� �¢�j���$���¢�T�Ò�D�j�V¨D�D£)�¢���D�D¥i�D�_�j���Ò�i���¢�i¥K�K�_�i�
�Q�¢�i�j�������§i�$£��j�K�j�¨D�^����þ�·�Ø�®�¶
�¿ �T£$�K��¨y�i«Q�!���^§V�������^�Ã¿Á�i�_�i�R�G�T�s�i�F�j�$�j���K�$¤(�À¿Á�����G�ì���i���j�V£$���T�����i�(�D�$�R�G�Qþ�·�Ø�®

ρ(Shifts) =
1

4

(
I−

4∑

i=1

|ψi〉〈ψi|
)

,
³ { ¶!�Fµ

�i«Q� |ψi〉 ∈ Shifts
¤�Ä$�\�D�Ë�����¢�T�y�i«Q�Ë��«Q�D���K�����i«²���F�!������¥K�T�<¤�¾j�Õ�(�D�Ð�$�\¡�·�·

�j���j�o�$£��j���!�(�_�i���j�)§K�K���D���_�T���¢��£$��¬�¨l�$�
�j���R�¢��«!�l¶©�¸�d���<¤o�Ã¿á�$�R�G�T��¨D�Q�À¿Á���(�_�i£$��¬Ð³ { ¶!�Fµ



{ % õwöf÷ÎÉ�ø8ù"úp�=ü � ö � Ì � ÷ � ù"Ë�ÿ8õºølÌ½Ênùeq.ÌÆÍ ølÌFÊ �r�s� ú�Ì �utv� ÷FÊ)Ì �'w
�¢Äs�D�_��D�j�K�l�����¢�T���$�D£$�i�¢�©«�Ä$���j�K���D�j���D�$�F�$å�Ä$���������d��£��G�T«²���(���D�����$�_�T�¢�i�D���s���$������£��¢�
�%�(�_�i���j��§i�K�L�D���_�i���j��£���¬D¤o�¢�i�����j�$�Â�D�#�����G�ì�¸��«Q�D���K�����T�<¶¸Ït�L�T�D�K«��$�D���b�T���¯�(�D�D� �¢�
A
¤
B
�
C
¤l�i� ¦G�¸§i�K�p¨D���s�(�D���o�$���Q�Ã¿á�$�R�G�T�

ρ(Shifts)
�.¦t�����j�$�¼¦l���\¨D�$��£$�K«��o�K�j��£$���i�D�

�D���K�_�i�D����½����¢���(�D�$�Ò�G�i�����V�l�

ρ(Shifts) =
∑

i

piρ
i
A ⊗ ρiBC =

∑

i

p′iρ
′i
B ⊗ ρ′iAC =

∑

i

p′′i ρ
′′i
C ⊗ ρ′′iAB ,

³ { ¶+¡Kµ
�o�$���1�D���)¦t�����¢��� ¦béjð)í%¨D���j£��K«²�o�K����£$��¬1�D�j�K�D�i�D����½��R�¢��£$�¸¨D�Â�À¿Á�����G�ì��¨D�Â���Q�d�K�j«²�

ρ(Shifts) 6=
∑

i

p̃iρ̃
i
A ⊗ ρ̃iB ⊗ ρ̃iC ,

³ { ¶ È µ
¨D�K�D�T�Â�(�D�1�Ã¿á�$���¢�T�ÂÄ$�Â��«Q�D�j�i�����ì�<¶¸·��$�^¨D��«²�K�R�¢�j�i���i�(�D�����G���D�j�i�D���)�G�T�$¤p�$�D�Â�_�T���G�
�i«Q�5�¢���K�_�i�²���$�²¨D�$��£$�K«��o�K�j��£$���i�D�!�_�T���¢��£$�D���i�j��¨D���À¿Á���(�_�i£$��¬Ë³ { ¶g¡iµ)¤��o�$�\�Õ£$�i¨_�
�o�K�j�����D�����l���_�i�R�¢��£$��¬y¨D���s�����R�¢�$«²�l¶�Ó��$�F�j�j�$«�ªa�l�K�����´���y�D���D�i���j��£$��¬

A
P$ú
BC
�o�$�

�i�j�l¶�©�7�D�D��«Ú����£$�K��¾��D�F��¨l�Â§i�$£)�¢�K���
SA
£��K«

SA = { 1√
2
|−〉(|−〉|1〉+ |1〉|0〉),

1√
2
|−〉(|−〉|1〉 − |1〉|0〉),

1√
2
|1〉(|0〉|−〉 − |+〉|+〉),

1√
2
|1〉(|0〉|−〉+ |+〉|+〉)} . ³ { ¶+�Kµ

�L�Q�Û»i£$�����K�l�j�$�R§T�i���(�D�\�¢�i�j�Q�$���Q§K�$£)�¢�K���1¨D�
SA
�j¬i�5�l���j���_�i�j�i�D�����Q�j���j�o�$£)�¢���Ð���

�D���_�i���j��£���¬!�(�D�1�����¢��« £$�K�l�j��¨l�$�¢�T�(�²³
A

P$ú
BC
µ.¶Q¡��i«Q�oÄ��$�Â���T��£$�K«��D����§T�i���(�D�

�¢�T�¢�Ò�i�(�D�$�R�������¢�T�¢�Ò�j¬K���K�R�¢�K¥K�i�_�i�����$�F�¢������������¤F�D�G�i«���Ä��(�D��j¬K�²�K���j�K¥K�K�D�i���L���¢�T�¢�
�$���¯�$�R�G�T�j� |ψi〉 ∈ Shifts ∀i ¶�©�$¥i�l�^�y�i� ¦G�D¤p���%�j�D«²�%¨D�������D���ì¾��$£)�¢�K���¸�T�j�j�V£$���T�¢��f�i�(�D�����¢���(�_�T�j�j�Ð�$�R�G�T�j�y�D�D�j�\�d�K��«!�b�D�_�f�j���j�K���D£$��¬f¨D�#���´��¨l�$�F�¢� �G�T�!¨D���D�\¨l�$�
�j�l�����j�_�i�s�K���j�K¥K�K�D�i�Ò��~ Ä��"�:�5� ¤+���r�(�D�%�l��Ä$�Q���$�¸«²Ä����(�D�\���y¨D� �_�D��£���¬×³Û�i«Q�b�$�
�Û�i£)�¢�K��¨D�1�D�i�j«²�i��� �¢Ô<�T£$��¬²£$�K���j���j�o�K�D�$�F�Gµ^¨D�1�Ã¿á�$�R�G�T�

ρ(Shifts)
¶�Ê���« ¨D�$«��K�R�¢�¢�ì�

¨D�K�l£$�¯�(�D���T�V�l�$���¯�$���¢�T�����¯���T�©�K�t�¢�$�l���©£��K« �D�_�%���D«!���D�j�i�_�i�D����½��R�¢��£<��¨p¿á�$���¢�T�¢�
�D���j�$�D�i�¢�i�l���$��j���j�o�$£)�¢���!�����l���_�i�R�¢��£$��¬

A
P$ú
BC
¤3�WÄ$�©�������G�T�(���D�������¢�T�¯«��$��£$���

�D���j�$�D�i�¢�i�l����j�$������£��j�Â�Q�i�(�D�$�R�G�Q�D���_�i�R�¢��£���¬D¶�®L�3«²�T�¢��� ¦²�i��¥K�D«��$�F�s�$���o�i�����$�o���j���
�o�$�¸�r�������i� �¢���$�^¨D�D�$�¸�D���D�i���j��£$���K�D�

B
P$ú
AC
�
C

P$ú
AB
¤�¨D�$¥i�l������������«����j�j���

¨D�Q�À¿Á�����¢�T�
ρ(Shifts)

¶¯�©�¼¦G�%¨D�$«��K�R�¢�¢�²���!�o�$�R�d�$£��¢�%�D�����$�_�T�¢�i�l����� �G�T��¨l�Q�Ã¿á�$�R�G�T�©�$�
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A

B C

A

B C

A

B C

A

B C
ii

� ��¥i�D�¢� { ¶ üKåQ�D���j�$�D�i�¢�i�l����� �G�T�¯�������d�$£)�G�r�l����«��D����£<�!�j�j�����$�_�T�¢�i�D����� �G�T���o�$���������G�ì�¢�
«²���j£����l¶LÇ�������½��l���$�Ò�D�D�F�j�`¾j�i¨D�����j�$�l�j�$���$�F�¢�����(�D���À¿Á�����¢�T���������i��£$���<�i��«����d¾j�i�Dã$�i�F�
�D�K«�Ä$�ò¢�Ç
Ó�Ó �$�F�j�j�Â�$������D�D�������j�$«��$��(�D�^�i�(�D�$�R�¢�$��¨D�$����«����j�$�p¶
£$�K�l�j��¨l�$�¢�T£$��¬l¤��¢�i�²��j�$�²�$«Q�l�j�K�����T�$¶Ë����D�j���j���(�j�$« ���b�����j�_�i£$��¬Õ�T�¨l���D�D�¼¦5¨D�r���� ��¥i�D�¢� { ¶ üK¶
���V�l�$���©�¢���l�D��¨p¿Á�����¢�T�©¨l�¸£$�i�¢�i£)�¢���j½��R�¢���V�l�$���G�i�F���$�j�o�$£����i�����D�²Ä��©àD�l��£i¶s�'û ü { ý

�$��¨D��«²�i���¢�j�r�(�D�i¤�¨D�²�d���<¤ø$îlð�M úXó Piê�M��$�R�G�T��þ�·�Ø©® ¨D�!�¢���$���(�D�D� �¢�QÄ��Q�$«��D�j�K�����T�
���o�$�R�d�$£)�G�i«��$�F�\�D���j���_�i�¢�T�D���T¶ Í�Ä��%£$�i�D£$�����G�T«²���(�$¤��$�%¨D��«²�i���¢�j�Õ�(�D�r�j�i�¢���!�����
þ�·�Ø©®L��������Q�j�j�$���(�D�D� �¢��§K���D�$��¨D�K�_�T¨D�$�������£$�K��¾��D�F��¨l�Â§i�$£)�¢�K���

|ψ1〉 = |0〉|0〉|0〉
|ψ2〉 = |1〉|B〉|C〉
|ψ3〉 = |A〉|1〉|C̄〉
|ψ4〉 = |Ā〉|B̄〉|1〉 , ³ { ¶ À µ

�i«Q� 〈A|Ā〉 = 0
³Û��¥K�_�i��«²���F������� |B〉 � |C〉 µ)¤7�K� |A〉 ¤ |B〉 � |C〉 ¨D�������D�$���l�K«²Ä��¨p¿á�D�É�_�i�j»i«����¢���r���<�i��£<�T¨_�i�j£��D�p¤��$��(�D�����$«��D�j���$�%�o�i�!�i£$�K�l�j�$¥i�D���������!«����d¾j»

¨p¿á�K�����¢�i£����K�l���D�D���¢»i�j���$�����t£$�i������£$�i¨_�1�D�y¨D�$������D�D�������j�$«��$��¶�®L�j�o�$£�½��_£$�i«��$�F�<¤

|A〉〈A| =
1

2
(I+ cos(θA)σz + sin(θA)σx)

|B〉〈B| =
1

2
(I+ cos(θB)σz + sin(θB)σx)

|C〉〈C| =
1

2
(I+ cos(θC)σz + sin(θC)σx) ,

³ { ¶+ Kµ
�K�

θA ∈ (0, π)
³Û������«������T�j«��$�F���o�$�

θB
�
θC
µ.¶\�©���Â�����G�ì�¢�Q�T�j�j�V£$���T�¢�¸�r�T�V�l�$���j�$�

þ�·�Ø©®L�L¥K���D�$�j�i���������L���¢���$�L�(�D�D� �¢�+�������i�D�K«��$�_�T�j�$«
ρ(A,B,C)

¨p¿Á�i�¢�©���D¨_�<§T�i�F�<¶
���(�D�$�R�¢�$��«²�T�j�j���l�L¨D�$�D�����¢�T�s�j�$�D���%�$«��D�j�K�����i«��$�F�L������¥F�T�<¤i¨p¿ �T£$�K��¨%�i«Q�����^�D���$�j���tª
�G�T�s�$�!���Â�j�$£�£$��¬Q�i�F�¢���j���K�$¶L·
�$�Ò�G�i�7¨D��§K���D�j�¯�(�D���j¬K�!�������d�$£)�G�i«��$�F�s�D�����$�_�T�¢�i�D���$��¤
�$�+�l�j�V£$�$¨l��«��$�F�¯Ä����j��«������i��%£$�K« ¾j�²§T»i�j��« �d���¯�������

ρ(Shifts)
¶¸®L�D�¯£$�$�F�j�j�$«

�$�%�l�_�¸�D���_�i�R�¢��£���¬Â�_�i�R�¢��£$�D���i�$¤
A

P$ú
BC
¤t�7¨D� �_�D��«��T�¢�¸���7£$�K�ì¾��l�(�

SA
¨D��§K��£��j�K�j�



{K{ õwöf÷ÎÉ�ø8ù"úp�=ü � ö � Ì � ÷ � ù"Ë�ÿ8õºølÌ½Ênùeq.ÌÆÍ ølÌFÊ �r�s� ú�Ì �utv� ÷FÊ)Ì �'w
�D���j�$�D�i�¢�i�l���$�����$������£��¢�¸�1�i�(�D�$�R�G���D���_�T���¢��£$��¬Q£$�K« �j�$¥i�D�$�¼¦3å

SA = {|Ā〉(c∗1|1〉|0〉 − b∗1c∗0|B〉|1〉),
|0〉(b1c0|1〉|0〉+ c1|B〉|1〉),
|1〉(c1|0〉|C̄〉+ b1c

∗
0|B̄〉|C〉),

|A〉(c∗1|B̄〉|C〉 − b∗1c0|0〉|C̄〉)} ,
³ { ¶ ü&%Fµ

�K� |A〉 = a0|0〉 + a1|1〉
¤ |Ā〉 = a∗1|0〉 − a∗0|1〉

¤����j��«²�����i��«²���F��������� |B〉 � |C〉 ¶�L�!�Û»i£�����§K���j���D£<�i�²�V�l�r�¢�i�j�!�����²§i�$£)�¢�K���%¨D�$��£$�K��¾��D�F�
SA
��¬K�É�K�R�¢�K¥i�K�_�i���²���(�j�j�

�$��������¢�i«Q�oÄ��(�D���j¬i�Ð�K���j�K¥K�K�_�T�����i����§K��£��¢�i�j�Â¨D�Q���!þ�·�Ø©® ¨D�7�D�D��¨_�!�!�Ã¿á�$�(�_�i£���¬
³ { ¶ À µ.¶+·
�$���G�i�F�<¤V�������D«!�Â¨D�������D�j��¾��$£��j�K�j�Ò£$�i�j�j���j�o�K�D���(�j���i���L�$�R�G�T�j��¨D�

SA
Ä$�Ò�D�_�

�j���j�K���D£$��¬y¨D�!���y��¨D�$�F�j���G�ì�^�i���j�D�o�$���_�i�Ò�K���j�K¥K�K�_�T��������þ�·ÒØ�®�¤����Ò�(�D�²�D��Ä$�����$�
«�Ä$�Ò�V�l�©���Â¨D� �_�D��£���¬^¨D�©�À¿Á�����¢�T�sþ�·�Ø©®

ρ(A,B,C)
¤l�i«��²����£��K�F§K�$�l���$�F���Û�T£��¢�i�Ò¨l�

�D�K��«!�T�����jÔ<�i£���¬D¶W��� ¦G�1¨D�$«��K���j�¢�Q���Q�D�����$�_�i�j�i�D�������¢�T�s¨D�
ρ(A,B,C)

���$�j�o�$£)�¢�Â¨D�Â���
�D���_�i���j��£���¬

A
P$ú
BC
¶!·������y���\�j�����¢��¨D���D���_�i���j��£����K�D�©�$�^�D�j�V£$��¨D�$�¼¦@¨D�1«!�i�l�$�¢�

�j��«²�����i��¤��¢�i�����i�D�����D�¢�i�F�Q�����j��«����j�j����¨D�����D���K�D���$«²���$�×�o�$��«Q�l�G�T���$����¨D� �d�$���$�F�¢�
�j�l�D�j�����¢��«²���$¶�·��$���G�T�(�$¤

ρ(A,B,C)
Ä$���D�D�1�Û�i«�½������^¨p¿Á�����¢�T�¢���i«Q���$«Q�l�j�K�����i«��$�F�

������¥F�ì�L���o�$�R�d�$£)�G�i«��$�F���D���j���_�i�¢�T�D���T¤V¨l�¯���^�V�D�i�
ρ(Shifts)

�p¿áÄ$���D�%£<�T���_�i�R�¢��£$�D���i�$¶
�©���j���o�$«°¨D�K�l£$�Ò�¯���©£��K�D£����D����¬�¨D���(�D���)¦t�����¢��� ¦t�$�1�����G�ì�¢�L�(�_»i�F�¢��£$��«��$�j£����¯�(�D�

�¢���D�$�#£��K�j���$���T£$���i�D�©�(�_»i�F�j���(�D�$�²³d¨D�K�D£����$���¢�i�@�$«Q�D���K�����T�¢�¢µ)¤o�������\¨D�Q�¢�i��«²�i�D���¢�
�(�D���i�(�D�����¢���s£��K�j���$���i£$���K�D�+�D�������¢�i�!�T«!�i¥K�i¨D�$��¨D���D��¨D�����$��£$�K���j�$���i£$���K�D�+���F�¢�j�����$�
¨D� �d�$�j���F�¢�L�D���_�i���j��£����K�D�
¨D���D�j�����¢��«!�t¶+®L���$�D£$�i�L�(�D���D��«è�i�_�T�����jÔ<�T�$¤i���+�¢�¢�T£��G�¯¨3¿Á�D�
£<�T�s¨p¿á�$«��D�j�K�����i«��$�F��>Vó)ô_î��Dí_ó)÷�ð�ïÛ÷¢óGú¯ø$î¯<$ñõïõú)¤X¾j�Â�(�D��Ã¿á�$���¢�T�Ò�D�^�$�Ò���i�Ò£��j�<�T�s«����Rª
¾j�i�Dã$�i�F�-¢�Ç�Ó�Ó×�$�F�¢���������+�j�j�$�����D�D�j�����j�$«��$�Ò�����L�j�$�D�i�¢�T�$¤(�������^�j½_�(�D���$���o�i��£$���<�i�
�o�$��«²�T�j�$� ¦��l�j�V£$�$¨l��«��$�F�¯�D�Ð£��K�Ð�$¿á�_�i�²¾��l�(�¢�T�¯¨l�K�1ø$îlð�M úXó Piê�M_¨D�$���©�j�l�D�j�����¢��«²���$¶
���(�D�$�R��Ä$���l�%�d����àl�D��£¯�o�)¦t£����D�����\�o�$���T���������¢�T�¢��«��$��£$���lå+Ä$�s�Û»i£$����£��K«²�l�j�X§T�i���(�D�
�(�_�i���j��§i�K�(�$�R�G�T�
�D�D�
¨D�L�¢���$�
�(�D�D���j���(�D�Ò�j��¥K�D�K�o�$�R�d�$£)�G�i«��$�F���D�����$�_�i�j�i�D���LÄ$�W�G�i«Q�oÄ
�¢�������$�_�i�j�i�D���i¶wB������$«�¨D�K�D£����V�l�i¤D�G�T�3�p£��K« ¾j���_�<§V½���«Ú�<§T�i�Dã<�ì���$�y�$�p£$�i�D½ �¢�K�3�i�tª
�¢���j���K�$¤K���©�¢���K�j���Â¨l��À¿Á��«Q�D���K�����i«²���F���o�$�Ò���$�R�G�T�j�Ò«��$��£$���²³d�(�D�i¤(�j��£$�K��¨D�$«�ªa�l�D¤F�j¬K�
�$���s�����¢�T�¢���(�D�©�$�D���l�j�K�o�K�j£����K�D�^���¸�_�T�j�D�¢�Kµ�Ä����D�j�T�d�D�D¨_�i«��$�F��¨D���d���j�$�F��¨D�©���¸¨D�����
�$�R�G�T�j���D�D���$¤l�i���i���G�T�(�Rªa�D�i���j� �¢�_�T£$���i�D�Ò�¢�i�F���o�G�i�F�������j�¢�i�FÌK����£$�K«Ù���^�(�D���i£$�i����«
¨D�Â�D���$�j���F�G�i��¶-�L���D���$£$���¢�i«��$�F���i�(�D������j���j�D� �G�T�����K�j�D���$�D���F�©�����V�l�^���D�«²�i�j��§T�Q�
�d�$���D�_�¯�o���j���G��¨D����£$�D���j��¬©�j�K�D��������¨D�7�_�l��£$��¬��i£)�¢�_�i�V¨D���l£$�i�D£$���l�¢��¨p¿á�$«��D�j�K�����i«��$�F�$¤
�(�D���¢�i�����$¥K�l����D�j���j���(�j�$«�¶
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��ç65 � �f�W�Â�Wß���Ýi�^Þs�o�Â~�ß�� ì$��M\���r�\ß�Þ�ß���M��a�����\~a�©ì7ì��^� ���1�1�
ÇW�5¨D� �_�D��£$��¬5�i£)�¢�_�T�¯¨D�@�j�$�D�i�¢�i�l����� �G�T�!¨D�K�_�T¨_�Z�f�À¿Á���V�D�i£$��¬ä³`üK¶ÁÖFµ%�������f�����G�ì�¢�
«²���j£�����§i���j�������D��£����i��«²���(�����F�¢���t¨l�=D±¨_�1�o�$��*Õ���j�D���Qû!¡ìýW�W�$�R�G»²�D�i�¢�i¨D�²�$���D�r£��j�¼ª
�¢���j��$�j���$�D£����i��«²���F�!�K�o�$�j�i£$���K�_�i�Àå������²�$���¢�T�¢��¹`���$�_�i�j�i�D���$�RºÕ³d�D�Õ��«Q�D���K�����T�¢�¢µ���¬K�
�i�(�D�$�����^�(�D�%�D���$���o�V¨D�$�´£��j�$�i��«����d¾j�i�Dã<�T�(�n¢�Ç
Ó�Óg�$�F�¢���!������¨l���d�$���$�F�¢�¸�j�D�l�j���`ª
�¢��«²���$¤K�V£$�K���j���j�o�K�D�$�Q�¯�i�(�D�$�����
�(�D���D���$�+�o�t¨l�$�Q���j£$�����D����¨D�s�����d�K�j«²�¨l�K�_�i¨_��$�
�Ã¿á�)¦t�D���$�j����¬�³Rüi¶ ÖFµ.¶L���(�D�$�R�G�1¨D�7�_�l��£$��¬Q�D�����¢Ä������$�_�T�¢�i�����p�(�D�Â�j¬K�\���$��£$�i�j�j�����i£����K�l�
£$�K«��D�����G�T«²���(�Â£���»i���j���V�l�$�^¨D�²���$�Â�(�_»i�F�¢���(�D�$��¶%�©�¼¦l½À¤��D�K« ¨D���b�(�D���D�@�$�R�G�T�¸�D�
�$«Q�l�j�K�����T��³d¨p¿Á�i£$�K��¨Õ�T«Q�@�i�(�D�$�R�G��¨l�7�_�D��£$��¬(µ©Ä$�Â�D�@�$�R�G�T�¸£$�K���j�����i£����K�_�ì���(�_»i�F�¢�¼ª
£<�i«��$�F�$¶
ÅK�¯�D�$«°§t�����L£��K«è�T�V�l�$���¢��¨D�7�_�l��£$��¬¯¨p¿á�$«Q�l�j�K�����i«��$�F���_�¯���i���G�ì�L�¯�Ã¿á�)¦t�����¢â��D£$���

¨D�!�À¿Á��«Q�D���K�����i«²���F��������¥F�T�$å��D�b�j���D�l�¸¨p¿á�$«��D�j�K�����i«��$�F�Â�(�D�²�D�r�����o�i�^¨D�$�R�¢��� · ���i�$¤�\¨D���©¨p¿á�D�_�\�i� �¢�¢�²«!�i�l�$�¢�t¤3�(�D���D���K�_�i�D���$«��$�F�¯�l�\�j�$�R§K��� ¦Ð�o�$�Â�²£<�i���¢�i�j£$�yàt�¢���
¨p¿á���l�d�K��«!�T£$��¬��(�_»i�F�¢��£<�Ð³d£$�K« �i�j�!���1�¢�$���$�o�K���¢�i£$��¬(µ)¶�©�Q�d�)�<¤3�l�%Ä$��£��$���©�(�D�Q�¢�i�j�
�$���s�����G�ì�¢�s�i«Q���$«Q�D���K�����i«��$�F�L������¥F�ì�L�D�^�j��¥i�D���1àl�j������å+�i��¥K�D�D��¨p¿á�$�����L��¿Á�_�T�%�$«��D�¢�ì�
�¸�T��¥K�D�l�$�Ò�i�D����£<�T£$���i�D�+«��K���L�D�i���j��£$�l���i����û üXÖt¤_ü��D¤_ü5¡XýÃ¤V�������^�j��«²�D����¨D���D��¨D��j� �¢�_��ª
£$���K�D�Q«��K���¸£$�i�D£$�����¢������£$�i�¢�i£)�¢���j½��R�¢���V�l�$�$¶@®L�f£<�T�(§V�À¤L���r¥K�j�i�´«²��¾��K������¨3¿Á�����G�ì�¢�
�i«Q���$«Q�D���K�����i«��$�F��������¥F�ì���(�D������£��K�D�$�¼¦t�$�����r�����i£)�¢�_�i�����¢�T���D���_�i���j�j�K�D�T�©£$�i�
�i�D����£<�T£$��¬#���D£<�i�j�l¤�£��K« Ä$���$�£<�i�²¨D�$���²�����G�ì�¢�!�o�$�R�d�$£)�G�i«��$�F�²�D�����$�_�i�j�i�D���$���������
�$«Q�l�j�K�����T�j�

ρ(A,B,C)
�(�D�^¨D����£$�l�j½���«Ú���Ã¿Á�i�_�i�R�G�T���i�F�¢�$�����K��¶

®��l��§K�����$« ¨D�K�l£$�Q���l�d�j���(�¢�T�¢�Q�r�D�_�r�����j�_�i£$��¬����f���y�(�D�%�����D�K�R�¢�¢��¨D�7�_�l��£$��¬
¨p¿á�$«Q�D���K�����i«��$�F�©��«²�l����£$���D�_�%�jÄ��j���Q¨p¿á�$���¢�T�¢��¹a���V£�àt�¢�����Rº¢¤o�\�����(�D�QÄ����$��«!�T�j�$�¼¦3¤
�G�i�F�²�d�$�D���$«��$�F�%£��K�j���$���T£$���i�_�T�¢���(�_»i�F�¢��£<�i«��$�F�!�V�l�r�D�´���$«Q�l���$�I�D�¢»i£)�¢��£$�$¶äÇ��$�
£$�K���j�����i£����K�D���(�_»i�F�j���(�D�$�s�D�7�j¬K��³Û¨p¿Á�i£��K�j¨!�i«Q�����Â¨D�7�_�l��£$��¬¸�����¢»i�D¨_�i��¨7µ)¤V�o�$���¸�����
�Q�¢�i�j��������D���K���K�j� �¢���D�j»i£��j��£$��¤_Ä$��£$�i«Ú�j���D���D�p�d�K���j���k	
���V�l�$���¢���j���j�_�i£���¬^�$�D���o�K�R�G���^�����D�¢�T���(�D�i¤l���i�j�j���$¤V���¸�l�K���j�¢��¨D� �_�D��£$��¬¸¨p¿á�$«�ª

�D�j�i�����T«²���(�²Ä$�\�.¦t£$�$���j� §i�T«²���(�y«²�T�j�$«²»T�¢��£<�#ªÃ�¢�i�!�©�����G�T�\�_�i�¢�T¨_�´�$� �D�Ë£��j���j�$���
�K�o�$�¢�T£$���i�_�i� ª¢¤D���(�D���l�_�²¨D� �_�D��£$��¬�ë��Gú�ö���ú)ñÃéjð^¨l�$�W�(�D��Ä��©�D���$���¢�T��£$�K���j�$���i£$���K�_�T�
�(�_»i�F�¢��£<�i«��$�F����V¨D�����Q�j����¨p¿Á���F�¢�$��â$��¶sÇW����«��o�K���¢»i�D£$����¨p¿Á�i�(�D�$�R�©�l�j�K�D���$«²�l¤l¨l�^���
¹`���V�t�¢�������¢�T��º�¨p¿ �T��¥K�D�l���$�R�G�T�j��(�_»T�(�j��£����i«Q�\�$«��D�j�K�����i«��$�F�s������¥F�T�$¤(�$��£$���F�¢�¢���������
���i�j�j���D�������¢�T�Â�j�$�i�s¨l�!�j���D�j�V¨D�D�����T�V�l�$���Q�$���¢�T�¢�Q�i�s���i�o�K�¢�T�j�K�j�À¶\®L�f�$�Ò�D�K�R�¢�j�²£<�i��¤
£$�K�l�j��¨l�$�j��« ���²�o�K�j�����D����� �G�T��¨l�Q�j�$�i��� �¢Ô<�T���d½��j��£<�i«��$�F��$���©�$�R�G�T�j�©��«Q�D�j�i�����ì�¢�����o�$�`ª
�d�$£)�G�i«��$�F�^�D�����$�_�T�¢�i�D���$�Â�(�D��£$�$�F�j�j�$�b���\�D�K�R�¢�j��¨D���j£��D�j����¬D¶²Ït���$�#�¢�T�¸�À¿Á���j�_�T�+¨D�
Ê������o�$����¨D�%�¢���$���(�D�D� �¢�Q�l�K«²Ä��Q�D���D���D�×àD�D��£!�$���¢�T���i«Q�´�i�(�D�$�R�¢�$��£<�T�¢�i£)�¢�$��½��`ª

  &l�»&#,0$o&#(g9b&�9²,ð*�,:9
ρ(A,B,C)

,:* 18^�4�WFó�2+4 (+&#'�zð�:ñ X�&09.2+6 [�* (�,ð*�,lX�&8j &#(+(GZ�[5&�2+'�ó 47(![�W#/.2GW�4 /k�/:&#(g* X�47/:9�*3X�4�9HW�479:9.479a�����¡ �;



{ � õwöf÷ÎÉ�ø8ù"úp�=ü � ö � Ì � ÷ � ù"Ë�ÿ8õºølÌ½Ênùeq.ÌÆÍ ølÌFÊ �r�s� ú�Ì �utv� ÷FÊ)Ì �'w
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¹a�Û�T�(�¢�i�j«²�ìº¢¤F�D�Q�K�D���$�R§i�T�D���T¤t�(�D�¯�l�Q�T�d��£��G�T�j���¸�¸���^¨D� �_�D��£$��¬¸¨p¿á�$«Q�D���K�����i«��$�F�Ò¨D�$�
¨D���l�D�D�F��¨D��§V�����G�¯�l�¢»i£)�¢��£T¶���� ¦t½l¨D�i�D£$��¤F�D�_�¯£$�i�D¨D��£���¬¯�l�$£$���j�j»i�j���Â�o�$�+�¯�V�l���i�(�D�)ª
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�o�$���j�K�j�D�i£$���K�D�©�.¦V�¢�$���D�$��¶QÏV�Ã¤3�o�$�©�)¦t�$«��D���T¤3�D�D�%�D�j�K�l�����¢�T�¯���F�¢�$���$���¢�i�F�Â¨D�)�¢�$��«²�¼ª
�_�i¨D�#�l�K«²Ä����d�K��£$�����G�#�o�$���i���������¢�T�¢���D�D���$¤Ò«!�i�l£<�i�����Ð�i�(�D�����G�@¨D�\�¢�i�1���F�¢�$��â$�
�d½�����£T¤t¾j�y�(�D���$���Â�$���¢�T�¢�Â�D�l�j�^�j¬K�@��¨D�$�i��� �¢Ô$�i£$���K�D�©«²�T�j�$«²»T�¢���V�l�$��¨D�����Â�$�R�G�T�j�¸�(�D�
�j¬i� �d½��j��£<�i«��$�F�\���<�i�����¢Ô$�i�D���$�$¶ Ç��$�y£$�i�D¨D��£����K�l�\�)¦t�����j��«²���(�¢�i��«��$�F�\���F�¢�$���$���¢�i�F�¢�
�_�i�y¨D�Â���$�£$�K�D����¨D���¢�i¨l�$��������i���������G�ì�¢��«²���j£������$��¥K�$�l�$�¢�T�Ã¶
Í��i�j��§T�T�¢���o�$�����Q���i�j�j���D���©�j�$�����)§i»T�D£$����¨D�$�����$���¢�T�¢����«Q�D�j�i�����ì�¢���3�������d�$£)�G�i«��$�F�

�D���j�$�D�i�¢�i�l���$��¨D�^£<�T�¢�����D�D�²�o�K�j�����D���^���$¨D� �_�D��£$��¬1«�Ä$��D�¢»T£��¢��£<�1¨D�$�W�(�D�^Ä$��Ã¿á�$«�ª
�D���K�����i«²���F�<¤i��«²�l�j�$�l�$« �D�_�^�i�_»T�������l¨D�����$���D�j�i�D���)�G�T�j�L¨D���Ã¿á�$�F�¢�K���²«²�T�j�$«²»T�¢��£��$�
�Ã¿á�$���_�i��¨D��Ê������o�$�R��¨p¿Á�i�(�D�������¢���D�D��¨p¿á�$�R�G�T�$¶L���(�D�$�R��Ä����Ã¿á�K�V¾���£��¢���%¨D���3£<�T�D½��j�K�3�(�D�
�j��¥K�D��� ¦�¤p�$���(�_�i��£��K�F�¢ÄQ�����¯���$���D���¢�T�¢���D�j���D£$���_�i�����i���©�(�_�i���¯�D�$« �i���j���D�T�©���$������£��¢�
�����Q�'?D�����¢��¬!�T�V�l½��D�j���j�$�F�¢�i¨_�l¶
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£ ¤ �á� Õ´Ö V� ¥ Ð Õ �¦¥ ã Õ äHÞ ��� × Ý �áÝ Õ�Ð Õ Ý

ρ(A,B,C)

®L�b�T�V�l�$���^£$�i�D½��j�K�+�T�_�i��� �¢Ô��$« £$�K«È§T�i�j���$�Ð�����¯�D���K�D���)�G�T�j�¯�$���j���D£$���i����¨D�����������G�ì�¢�
ρ(A,B,C)

³Û��«Q�D���K�����i«²���F�<¤
�D�����$�_�i�j�i�D�������¢�T���Ò�D��¨D�����j��� · ���i�l����� �G�T�Gµ����f�$�Ò�j���f�$�tª�¢�K���Ð«!�ì�¢�$«²»T�j��£^�!�Ã¿á�$���_�i��¨D��Ê������o�$�R�<¶¯ÇW�!�l�K���j�¢�\�i�_»T�������W�D�\�(�D�$¨_�%���$�R�¢�j���D¥K��¨_�
àD�D��£<�i«��$�F�s�Â�i�(�D�$�R���¢���D�D�L�_�T���¢��£$�D���i�L¨p¿á�$�R�G�T�j�$¤V¨D�K�D£��s�����d�i�_�i«��$�F�G�Â�$�²�i�j���D«��tª
£$���K�D�«²�K� ��¥K���Dâ$�����(�D�$��¤��i�l�¢���D���F���i� ¦t½��D�D�²�jâ��j���¸¨D�Â�¢���K�j��«²�����(�D�^�j¬i�r�o�$���d��£��¢�ìª
«²���F���T�D����£<�i�D���$���\�D�D��¥K�j�i�Ð§T�i�j�����G�ì��¨D�1£<�i���K�Â¨D���d���j���(�j�$¤
�+¨D�����Â�(�D�²�����������G�ì�¢�
ρ(A,B,C)

�l����¬K��«²Ä���(�D�Â�D��£<�T��D�i���j��£$�l���i��¶�Í�Ä$��£��K�D£$�����¢�i«²���F�<¤_¨D��«²�K�R�¢���$«
�(�D���$�����$�R�G�T�j��«²���j£$�����(�D���j¬i����«Q�D���K�����T�¢�Ò���������D���j���_�i�¢�T�D�������j���j�o�$£)�¢�Â¨p¿Á�i��¥K�l�_�
�D���D�i���j��£$��¬\¨D�$�Ò�j�����j�$«²�y�d�K��«²���b�l�Õ£$�i�ì¾��D�F�Q¨D��«��$�j�l�¢���l�r�(�D� · ���\�$�Õ�Ã¿á�$�j�D�i�L¨D�Ê������o�$���$¤t���Q�(�D����«��D����£<�Â�(�D���$�����$�R�G�T�j�

ρ(A,B,C)
�¢���D�$���D�\�j��¥K�D�u�_£<�T�s�d½�����£©���<�i�À¶

��$�i��� �¢Ô��$«��¢�i«Q�oÄ��D���$���j�D¨D��¥K���D�$�j�i��¨D�Â�Ã¿á�$«��D�j�K�����i«��$�F���$�F�¢�K���r���(�_�i���j�)§K�K�W�$�`ª
�G�T�©�$«Q�l�j�K�����T�«����Û¾j�T�Dã<�i�F���Ã¿áàD�¯¨D�������K�����¢�i¨l�K�j�©�j�$�R�¢��«��K�D�À¤7��¨D�D��«*�!�j�$��«²�¸�D�_�
�i�_»i�������¨l�������%�D�j�i�D���)�G�T�j�!¨D��¨l�$���j��� · ���T�D�������G�ì���$�Ë�À¿Á���(�j�K�j�I¨D�$���%�$�R�G�T�j�%�(�_»i�F�¢��£$��i�j���t£����T�j���²þ�·ÒØ�®L�$¶

5 ç7æ |È�¨§©ì)ß$��ßuM\�©�yß����"é���~����yß ì�ß.�
�Â�*ßf�����y~��©ì7ì��¸� �����
®L���D�K���j�j�Â�$�R�¢�D¨l�
��¿Á���D��£������i«��������j��¥@?D�$�F��¢���K�j��«!�lå

A �O��¨5�@¼¾¥ �ª# ���$�¸«!�T�j�j���D�Â¨D�$�D�����¢�T�
ρ
¨D�

n
�V�l�D���j���(�D�%��¬K�´�j���_�i�j�i�D���������)ª

�j�o�$£)�¢�Ò¨p¿ �T��¥K�D�D���D���_�T���¢��£$��¬��_�i�R�¢��£��D���T�3¨D���F�j���R�¢��«!���d�K��«²���^�l�^£��K�ì¾��D�F�
¨D��«��$�j�l�¢�
�D���V�l� · �����$���Ã¿á�$���_�i��¨D�^Ê�����o�$�R�^³ÛÄ����D��£��K�ì¾��D�F�níVó)ôlúìµ.¶

{ ¡



{�È õwöf÷ÎÉ�ø8ù"úu3@ü�úJ� ÌFÊ�ø8ù � Ê|�ö)ølÌ�� � ø � õáË)Ì�ú � Ì � ø¯ö)ø �
ρ(A,B,C)

� �G¼ �k� ��¨5¥����x!o# £$�i�D�j��¨D�$���$« �l�_�Ð«!�T�j�j���´¨D�$�l�j���¢�T�
ρ
¨D�

n
�(�D�D� �¢��¤Ò���r�(�_�i�

Ä$�����$�_�T�¢�i�D���¯�j���j�o�$£)�¢�Â¨p¿Á�i��¥K�l�_���D���_�i���j��£���¬��D�i���j��£$�l���i��¶lB��K���$«'���F�¢���t¨D�l���Ò�������¢�i�Rª
�_�i£����K�l�¯���D¨l�$�o�$�D¨D���F�¢�Â�$�#�Ã¿á�$���_�i�+¨l���_�i�¢»T«²�)�¢�j���¯¨D�����$��«²�T�¢�����D��¨D�$�D�����¢�T��¨D�

n�(�D�D� �¢��¨D���G�T�3�d�K�j«²���(�D�Â�Ã¿á�K�o�$�j�i¨D�K���o�$�R�¢�K���_�T������¥K�D���$�D£$�i�¢�1�j���_�i�j�i�D�������$������£��¢�
¨p¿Á�i�(�D�$�����^�D���_�T���¢��£$��¬D¶���«Q�\�i�(�D�������D���K�k�i�j���$¤t£��K�D����¨D���j�$«��$���j�$¥R?D�$�F��£$�i�ì¾��D�F��¨D�
2n × 2n

�D���ì¾��$£)�¢�K�������D¨D�$�o�$�l¨D�$�F�¢���£$�i«²�D�����¢�i«²���F���j���_�i�¢�T�D�����$å

E(j1 . . . jn) ≡ |j1 . . . jn〉〈j1 . . . jn| jα = {0, 1, φ1, φ2} ,
³ÀÖl¶ ü�µ

�o�$�
α = 1, . . . n

¤ |φ1〉 = 1√
2

(|0〉+ |1〉) � |φ2〉 = 1√
2

(|0〉+ i|1〉) ¶´·
�t¨l�$« �i�j��$��£$�����D���r�(�_�i���j��§i�K��������¢�i�j�_�i£���¬b�l�¢�������jÔ<�i�F���i�(�D�����\£��K�ì¾��D�F�!¨D�r�D���ì¾��$£)�¢�K���!£��K«
ρ(εµ) = 1

C

(
ρ +

∑
µ εµE(µ)

) ¤3Ä��j���$�F�
εµ
�D�Ð£$�K��¾��D�F��¨D�Q�_�T�¢»i«����j�j�$���j�$�i����¤

µ ≡
(j1 . . . jn)

�
C
���#£$�i�D���¢�i�F�!¨D���D�K��«!�i�����jÔ<�i£���¬D¶5·����!�@�(�D�r���@«²�T�¢�����×¨D���D�j� �G�T�

�o�$���j�K�j�D�i¨_�²�j���D¥K�l�����$�F�¢� �©�d½�����£T¤3�$�
£$�i�ì¾��D�F�Â¨D�Q�_�T�¢»i«����j�j�$�
εµ
�D�!¨D�Q���$�©�¢�i���(�D�

���²£$�K�D¨l��£$��¬
ρ(εµ) ≥ 0

�j��¥K�D��§T»i����¨_�t¶Â©�K�_�T�¯�V�l���$�����l�j�ì¾���£��¢�i�j�
E(µ)
¤3�$�����(�_�i���

�d�K��«²�����D�_�!�D�i�j��¨D�����$�©«!�T�j�j����¨D���D�j� �G�T�¯¨D�Q¨D��«²���D�j��¬
2n × 2n

¤�£$�K���j���j�o�K�D�$�@�
�$�R�G�T�j�W�D�D�j�W���$�_�i�j�i�D���$�$¤ì�j�F���D�
�j�$�R�¢�����D¥K��«ä���������$¥K��¬

εµ ≥ 0 ∀µ ³Û�����(�_�T�F£$�K���j�$�����i��d½�����£$�i«²���F�Ò�^�D�²�j�K���K���l�)¦V�¢���j�%���t£$�i�õµ.¤F�i�(�D�$�R�¢�s�$���¢�T�¢�Ò£$�i«²�_�T���¢��� ¦t�$�²�i�_«��$�FÌV�����$�
«²�T�¢��� ¦t�$���D�j�K�l�����¢�T�¢��¨D�����$�_�i�j�i�D�������¢�T�
�(�D�����«!�T�j�j����¨D���D�j� �G�T�L���$�D�����������j�K�j�_�T�

ρ
¶$ �D�$¨D��¨D�i�D£$��¨D��«²�K�R�¢�j�T��V�l�¸�T�V�l�$���j�©�����G�ì�¢���d�K�j«��$�y�D��£$�i�ì¾��D�F�©¨l�^«��$���D�¢�1�D�

�(�D� · ���^�$�\�Ã¿á�$���_�i�o¨D��Ê�����o�$�R�<¤V¨D�K�_�ì���(�D���$���(àD«²���j��¨D�©�_�i�¢»T«²�)�¢�j�����o�$�R�¢�K���_�T�¢���D����l¨D�$�o�$�D¨l�$�F�¢�^Ä$�^«!»�¦l��«�¤3�L���\�D�j�i�D���)�G�T�Â¨D�1���$�_�i�j�i�D�������¢�T�¯Ä��¸���K�D�D�R�G�y£$�K�F�j�¢�y�$�
�j�i�j�K���3���V£<�T�Ã¶ �
®L�¯�j��¥@?D�$�F���j���j�D� �G�T�\¨l��� �(�D�#¨D�K�_�T�%�D�9�����¢�T�

ρ
¤©���¯�j���9��«Q�D���K�����i«²���F�%�$�

�D���$�j����§T�²�����l�����(�j�K�j�����=�D�D���j�$�j��«!�T�Ã¶���� ¦G���$��¨D�$«��K�R�¢�¢���i���D�i���¢���Â�j�$¥i�K���j�$�K���)ª
«²�lå

A �O�U¨��@¼¾¥�£«# �j�W�À¿Á�����G�ì�
ρ
¨l�

n
�V�l�D���j��Ä��©�$«��D�j�K�����T���

εµ
�j¬K�����=�D�D���j�$�j��«!�T���$¤

�i���$�j�l�K�j�����À¿Á�����¢�T�
ρ(εµ) = 1

C

(
ρ+

∑
µ εµE(µ)

) Ä�����«Q�D���K�����T�@³Û���9�D�i���j��£$�l���i��¤
�Ã¿á�$«��D�j�K�����i«��$�F�sÄ$���D�_�1�D���K�D���)�G�T�Â÷¢ê�<$îFú)ï±ðVµ)¶

� �G¼ �k� ��¨5¥����x!o# ����¨D��«²�i���¢�j�i£$��¬��$�¸�d�K�_�i«��$�F�G���$�f�$�s£$�K�l£$�$�t�¢�\¨p¿á�K�o�$�¢�T¨D�K�
�¢�����j��«��K�D�1³õ§K�$�l�j�@�$��£<�T�D½��j�K�Qü�µ.¶Ù���£$�K��¨D�$« �×£$�K�F�j���(�_�i£���¬f���f����§T�5¨l�7�_�D��£$��¬Då
¨D�K�D�T�¢��¨D�i��£$�K�ì¾��l�(�j��£$�K�F§K�.¦t�$�

S1

�
S2

�G�T�����(�D�
S1

Ä$�����D£��%�K���
S2

¤D�D�y�K�o�$�¢�T¨D�K�
�D���j«�½��¢��£

W
Ä$���D�y�K�o�$�¢�T¨D�K���¢�����j��«��K�D�3��½��p�D�K«�Ä$����½Ò³Û��µ ∀σ ∈ S1, tr(Wσ) ≥ 0

¤
³Û���õµÂ�D���_�#�i��«��$�FÌV�²�l�

ρ ∈ S2

�G�i���V�l�
tr(Wρ) < 0

�^³d������µ
tr(W ) = 1

¶×®��
�$���(�D�y���D�²���F�¢�$���$���¢�l¤

S1

Ä�������£$�K��¾��D�F�²¨3¿Á�����G�ì�¢���j�$�D�i�¢�i�l���$��¤
S2

Ä$�1�$��£��K�ì¾��D�F�



3@üuûoü ö)Ê � ú �6�r� ËfÌ ���6� Ì�÷�ö � ö ��� ú � ø=ö)ø � Ì�� ��� ù úbúHö��Ì�ÊCø { �
¨D�$�Ò�¢�i�j�Q�$���������G�ì�¢�Q�(�_»i�F�j��£$���

W
Ä$�Q�l�f�K�D�j����§T�i�D���!�(�D�%�jÄ!§T�i���K�^�$�������¢�T� ≥ 0�����Q�y�¢�i�j�¸�����������¢�T�¢�¸�j�$�D�i�¢�i�l���$�¸�
< 0
�o�$�¸�i��¥K�l�b�����G�ì�Q�$«��D�j�K�����T�$¶��L���D�b�d���

�����b£��K�D��¥K�l�²û À ¤H l¤+ü&%ìýL�(�D�1�D�b�����¢�T�
ρ
Ä��¸��«Q�D���K�����T�¯��½+�L�D�K«�Ä$����½L�)¦t���R�¢�$�¼¦#�D�

�K�o�$�¢�T¨D�K���¢�����¢��«²�i�D�
W
�(�D�%¹`¨D�)�¢�$£)�G�ìº

ρ
¤�Ä$�²�#¨D����¤

tr(Wρ) < 0
�

tr(Wσ) ≥
0 ∀σ ���$�_�i�j�i�D���!³Û�i� ¦t¬1Ä$��D�_�1£$�i�D�j����?lâ$�D£����!¨D���p�¢���K�j��«!�1¨p¿ÁÊ©�i�D�Vª`þ��i�D�i£G���o�$��£$�K��¾��D�F�¢�+£��K�F§K�)¦t���Gµ)¶���K�_�T���D�������G�ì�+�o�$���j�K�j�D�T�

ρ(εµ)
¤K�T�V�l�$�����j���¢»©��«Q�D�j�i�����ì�W�j½V�

�D�K«�Ä$�
�j½V�)¦t���R�¢��� ¦^�D�Q�i�����¢�i¨D�i�
�j�$���j��«��K�D�
W
�¢�i�(�V�l�

tr(Wρ(εµ)) < 0
¶
�©���j�D«����F�

�(�D�
ρ
Ä��L�$«Q�l�j�K�����T�$¤i�$��£$�K������« �j�j���_�i�����i�+�T«Q���Ã¿á�K�o�$�¢�T¨D�K���j�$���j��«��K�D�t�_�i���j��£��D���i�

Wρ�(�D�1�$�W¹a¨D���j�$£)�G�ìºy³ÛÄ$�Â�%¨l���$¤
tr(Wρρ) < 0

µ.¶�·
�$�Â�\�(�D�
ρ(εµ)

�j��¥K�D��¨l���¢��£��¢�T�Â�����
Wρ

��«����i�j�$«��(�D�

tr(Wρρ(εµ)) =
1

C

(
tr(Wρρ) +

∑

µ

εµtr(WρE(µ))

)
< 0 .

³ÛÖl¶ { µ

©�K�_�ì�¸�(�D�
tr(Wρρ) < 0

�
tr(WρE(µ)) ≥ 0

³ ¾j�\�(�D�
E(µ)

�j¬i�b�D���ì¾��$£)�¢�K���Â�V�l�
£$�K���j���j�o�K�D�$�%�^�����G�ì�¢�Ò�D�D�j�Ò£$�i«²�D�����¢�i«²���F�s���$�_�T�¢�i�D���$�¢µ)¤(���Â£$�K�l¨D��£���¬^�i�F�¢���j���i�Ò��¿Á�.ª
�j£��j����£��K« ∑

µ εµtr(WρE(µ)) < |tr(Wρρ)| ¤F���D�(�D���j��«²�D�����$�L�o�i���i£��K�D���$¥K�D���+�o�$�§T�i���K����¨l�$����_�i�j»i«����¢���$�
εµ
�j�=�_£������(�j«²���F�¯�D���K�����j�©�!Ô$���j�D¶ÇL¿Á�����¢�T�¯�o�$�R�¢�K���_�T��Ä$�

¨D���j�$£)�G�T��o�$��i��¥i�D�y�K�����¢�i¨l�K���¢�����¢��«²�i�D�Ã¤V���������¢�i�F��Ä����$«Q�D���K�����T�<¶ �
©�$����¨D�i���j�$�K���$«��$���i�F�¢�$�����K���y���l�d���j��« �(�D�b�.¦t�����j�$�¼¦ �D�ä���(�j�K�j�9�_�i��£$���T�¯¨D�

«²���j�D�j�5�l�5�(�D� · ���f�i�©§K�i���G�T�(�y¨3¿ �i�(�D�������\�$���¢�T�¢��¨D� n �(�D�D� �¢�y�(�D�b��¬K� �$«Q�D���K� ª���T�j�¸�o�$�0�r���$�_�i�j�i�D���$�^�j�$������£��j�%¨p¿Á�i��¥K�l�_���l���_�i�R�¢��£$��¬y�(�D�²£$�K«��_�i�R�¢�$�¼¦Ð�G�T«Q��Ä������
«!�ì�¢�$�¼¦t�$�^�D�j�K�l�����¢�T�¢�^�(�D�!�À¿Á�����¢�T�^�K�j��¥K���_�T�Ã¤��o�$�^�����V�l�%�i�(�D�����¢���Q�j¬i�Õ�D���K�D���)�G�T�j�
�j�K�l�D���j�$�$¶s®L�y�_�i���j��£��D���i��¤l�T�V�l�$������$�j�l���G�ì��Ä$��§T»i����¨%�o�$���i�����$�R�G�T�j��¨D�¯�¢���$���(�D�D���j�
�$�R�¢�D¨D���T�¢����û ü5�XýÃ¤7�����j�o�$£$½u�_£<�T«²���(���o�$���i���������G�ì�¢���i«Q���$«Q�D���K�����i«��$�F��������¥F�ì���(�D�
�j¬K���o�$���d��£��¢�i«²���F���l���j���_�i�j�i�D�����$¤D£��K« �i�j�

ρ(A,B,C)
û¼ü { ýÒ³õ§K���D�j�^£<�i�l½��¢�i� { µ)¶

���£$�K��¨_�i�F�©���$��þ�·�Ø©®L�¥K�$�Dâ��j���V�l�$�©�o�$��1�¢�j�����(�D�l���¢�¸³õ§K�$�l�j�����(�_�i£$��¬Ð³ { ¶ À µjµ)¤
�$�����l�K���j�j�$�y�¢���K�j��«²���y��«��D�����V�l�$�É�G�T«Q��Ä#�(�D�T¤Â�×«�Ä$���×«²Ä��y¨p¿ �T�V�l�$���j�r�����G�ì�¢�
�i�j���t£����T�j���Âþ�·�Ø©®L�$¤V�D�_�_�¯�G�T«Q��Ä�«²�T�j�j���l�+¨D�$�l�j���¢�T���$«��D�j�K�����i¨l�$�+�_�o�$�R�d�$£��¢�i«��$�F�
�D�����$�_�T�¢�i�D���$���(�D�y�D�#�$�1�o�t¨l�$�Z�i�j���t£����i���Ð£$�i�Iþ�·ÒØ�®g¨D�%�j�j�$�1�(�D�D� �¢��¤�¾j�Ð�(�D�
�$�����$���¢�T�¢�

ρ(εµ)
�V�l���$¿á�K�l�¢���D�$��¨D���o�$�R�¢�K���_�i���i��¥K�D�%¨D�����������G�ì�¢��þ�·�Ø©®Z�D���$�R�G�i�

�$��¥K�$�l�$�¢�T�p�j�����i£����K�_�ì�¢����£$�i��þ�·�Ø©®�¶_���(�D�$�R�¢���¢���l�D��¨p¿á�$���¢�T�¢���¢�i«²�o�V£©�$���o�t¨l�$�
�$��£$�j���D�j�^�j��«²�l�j��£��K« �1�D�_�²£��K«Q�D���_�i£���¬�£$�i�(§i�)¦l�%¨p¿á�$�R�G�T�j�¯�i���j�V£$���ì�¢��!þ�·�Ø�®���¤
¾j�Õ�(�D�r�l�K« ���i�!£$�K«��D����§T�i�1�Û»i£�����«��$�F���(�D���D�D�Õ£$�K«��D���_�T£$��¬#£��K�F§K�)¦l�f¨D��¨l�K�
�$�R�G�T�j�Qþ�·�Ø©®ÿ¨D� �d�$���$�F�¢�^�����^�j�j���¸�(�D�D� �¢�Â�¢Ä!�i�L«²���FÌt�¸�¢�i�l¥

6
¤+�i�+�j�$«��D�¸�(�D�²Ä$�

���i�j�j���D���%�i£$�K�l�j�$¥i�D���Q�����¢�T�¢��¨D�\�j�i�D¥
5
�D�i�j���`¾j�i�F������«��D����«²���(���D�f�$�R�G�T��þ�·ÒØ�®

�i«Q���i��¥K�D�y¨D�$�����$�R�G�T�j���D�l�j���j���_�i�¢�T�D������(�D�Â£��K�D���j���j�D�$�¼¦l�������1þ�·�Ø©®�¶



{�À õwöf÷ÎÉ�ø8ù"úu3@ü�úJ� ÌFÊ�ø8ù � Ê|�ö)ølÌ�� � ø � õáË)Ì�ú � Ì � ø¯ö)ø �
ρ(A,B,C)

5 ç¡� | �¨§ ì�ß���ß�M\� ì$� �O� M\���p�Wß7ì · ì����yß ì�ß.���Â�
B��K���$« �i�¢�´�T�_�i��� �¢Ô$�i�!���$�%�D���K�D�����G�ì�¢�%¨D�Ð¨l�$���j��� · ���T�D�������G�ì��¨D�Ð�Ã¿á�$�F�j�K�j�Ë¨p¿Á�i�(�D�����¢��$�R�G�T�j��¨D�¯�¢���$���(�D�D���j���i�j���t£����T�j���1þ�·�Ø©®L��¨p¿á�D�_���d�K�j«²��«�Ä$��¨D�)�G�i�����i¨_�t¶+®L��¡����Tª
�j��«!�^üW¾j�©��«²�l����£$���D��£$�������¢���l�D��¨D�s�j�K�l�D���j�$�¢�1³²�K�F§V���Fµ������+������l�¯¨D�$�R�¢��� · ���i�D�������¢�T�¨p¿Á�i�(�D�$�R�¢��$�R�G�T�j�$¤_�j�����j�j���l¥K��¨_���Q���Q�j��¥K��¬

εµ ≥ 0 ∀µ ¶L¡��i�����$¥K�l����§K���D�j��« �(�D�i¤_¨D��d���$¤p�i�(�D�����¢�%�j�K�D�l���¢���¢�%Ä��¯«²Ä����d�K�R�G�!¨l�$¥K�l�¯�%�i��¥K�D�D���©�o�$£$�l�����T�j���¢�T�¢��¨D�����¯�����¢�T�¢�
þ�·�Ø©®�¤j¾j���V�l�s�����o�i�W�$�R�¢�$�l¨D�j���¢�i«Q�oÄ��©�i��¥K�D�D��£$�i�j�i�+�i«Q��§T�i���K�j�W�D��¥F�T�¢���D�W���)�¢� �¢�
¨D�������D�i�¢»i«����j�j���

εµ
¶�ÇW���D�K�R�¢�¢���i�_»i�����j�7�����d�K�_�i«��$�F�¢���D�K«�Ä$�s�$�\�D���K�D���)�G�T�j��¥K���tª

�$�j�i���©¨D��������þ�·�Ø©®L�$¤W���D¨D�$�o�$�l¨D�$�F�¢«��$�F�Â¨D�����¢���D�D���_�T���¢��£$�D���i�¨D���j�����¢��«!�t¤p���o�$�
�G�T�(�������j���r�¢�T�D¥1¨p¿ �T�D����£<�i£���¬Q�D���(�D�$¨D�����$���j�j���D¥K�����D�K«�Ä$��i�p£$�i��¨D���¢�j�����V�l�D���j�$¶
·L�j��«��$���l�j�$���$�F�¢��« �l�Z���$«²�#�l�j��§V��¨D����(�_�T���Û�i�j��« àD�������!�Ð¨D��«²�K�R�¢�j�i�1�$�

�D�K�R�¢���Â�j�$��£$�$���j�$�K���$«²�lå
¸��@¼¾¥B# �j�

ρ
Ä��©�D�������¢�T�¯þ�·ÒØ�®9� HA ⊗HB

¤3�i���$���D�K�j���������(�D£����s³À�T�l�¢�V�$���_�i�
�(�D�õµ�¨l�

ρTA
�¢ÄÂ�D�_�1�_�i���Â¨D��§K�$£)�¢�K�������$�_�T�¢�i�D���$��¶

� �G¼ �k� ��¨5¥����x!o# �j��¥K�D� {|ai〉|bi〉}mi=1

�D�_�Qþ�·ÒØ�®Z�T«Q�
m
§K��£��j�K�j���D���t¨l�D£��j�©�$�

�Ã¿á�$���_�i�p¨l�¸Ê����������� HA ⊗HB

¨D�Â¨D��«²���D�j��¬
D
¶�ÇL¿Á�����¢�T��þ�·�Ø©®ÉÄ$�

ρ =
1

D −m

(
I −

m∑

i=1

|ai〉〈ai| ⊗ |bi〉〈bi|
)

,
³ÀÖl¶ÁÖFµ

�$���j���(�r�)¦t�_�i�l¨D�����$�����$�9�V�l£$�����o�$��£��K�ì¾��D�F��¨D�#§K��£��¢�i�j��¨D�#���×þ�·�Ø©®�¶ � �$�F�����
�¢�j�i�D�����K����£���¬��_�i��£$���i�p�j���j�o�$£)�¢�^¨D�$�����D�D�j�����j�$«²�

A
�K�t�¢�$�l��«

ρTA =
1

D −m

(
I −

m∑

i=1

(|ai〉〈ai|)TA ⊗ |bi〉〈bi|
)

.
³ÀÖl¶��(µ

©�K�D�T�\�(�D� |ai〉〈ai| Ä$�\�D� �K�o�$�j�i¨D�K�²�D�$��«²½ �¢��£T¤��$�%§i�$�j�u�_£<�´�(�D� (|ai〉〈ai|)TA =
(|ai〉〈ai|)∗ = |a′i〉〈a′i|

¤����j���$�F� |a′i〉 = (|ai〉)∗
����§i�$£��j�K�\£$�i�ì¾��D¥F�T�%£$�K«��D���.¦É¨l�$�

§K��£��j�K� |ai〉 ¶+·��$�L�¢�i�F�<¤(�$�_�(�D£����D¨D� ρTA ��¿Á�.¦t�_�i�D¨D��� ¦²���_�i�R�¢���+¨D�����¯�_�T�j��j�$�D�i�¢�i�l���
{|a′i〉|bi〉}mi=1

¶ �
®L�1�i�(�D�$�R���D�D�F���$�R�¢�$« �$��£��K�D¨D��£$���i�D�+¨D���l�j�$���$�F�G�T�L�$�l�l�K���j�j���¢���j£��$���j�$�K���$«²�lå
A �O�U¨��@¼¾¥ ·«# �(�_�T���j�)§K�K�L�����¢�T�¸þ�·�Ø©®

ρ
�o�$���j�K�j�D�T�Â�������D�_�\�(�_�i�F�¢� �G�T�¯�j�=�lª

£$���$�F�¢«��$�F�����)�¢���¢�¸¨D���j�K���K���
ρ1

¤(�G�i�o�(�D�
ρTA1 > 0

���%�$���(�D£$����¨D�
ρTA
¤V�$��«!�i�F�jÄ©�D�

¨D�����¢��� · ���i�D���Q³d�����D�1¨D�����¢��� · ���i�D����� �G�T��Ä����D�D�1�l�j�K�D�����¢�T��£$�K�l¨D��£����K�_�T��«��$�F�¯÷¢ê�<$îFú)ï±ðVµ)¶
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·���â�§V���T«²���(�Ò�¯���©¨D��«²�K�R�¢�j�i£$��¬¯¨D�$�l¡����K�j��«!��Öl¤T§K�K���$«°�j�$£��K�j¨D�i�L�(�D���(�_�i������§i�K�

�j�K���K�����d½��j��£����$«��D�j���$���o�i�!���$�D���$���$�F�G�i�²�$�5�¢�$��«²���²¨3¿Á�D�D�b�_�i���j�a¾j�É³À�T«Q�Z�o�$���K�
���i�j���j���D�¢µ���@�À¿Á���j�_�T�+¨D�������¯«²�T�¢�����D��¨D�$�D�����¢�T�<¤�Ä��Â�%¨D����¤p£$�K«*�%�D�_�\£$�i«Q�D���D�i£$��¬
�D�j�i�_�i�D����½��R�¢��£<�r¨D���Ã¿á�K�o�$�j�i¨D�K�Q�i�j��¥i���_�i�¯³Û�D�@�o�$���j�K�j�D�T�.µQ���Ã¿á�K�o�$�j�i¨D�K�����D¨D�=DÀ�1�����
�j�K���K���À¶

� �@¼¾���7��¨�¥¯���x!o# ���!¨D�$«��K�R�¢�¢�T£$��¬²�$�¯�D�i�¢�%���Ð�����j�$�K�����!¨l�Q�������j�K�j�_�T£$���i�D�©¨D�.ª
¥K�$�l�$�¢�T¨_�l¶�Ó��K�l�j��¨l�$�j��«g�D�1�����G�ì�Òþ�·�Ø©® {|ai〉|bi〉}mi=1

� HA⊗HB

�l�i�D�K«��$�D��«
ρ�$�_£��K�j���$�j�o�K�D���F�s�����¢�T�sþ�·�Ø©®�¶oB��K����«g���$«²�i�j£$�i�L�i�(�D½_�(�D���(�_�i���j��§i�K�_�$�R�G�T�sþ�·�Ø�®

�$�����i���$��£$�����D�����j��«²�l�j��¨3¿ �i�(�D�����¢�%«!�i�l�$�¢�t¤��X¾��D�F�G�i�F�¯�����¨D���d���j���(�j�©���D�D�j�����j�$«��$�
�$�#¨D�K��£��K�ì¾��D�F�j�^¨l���d�$���$�F�¢�

A
�
B
¶QÓ��K�D�j��¨D�$���$«È�G�i«Q�oÄ

ρ1

�(�_�i������§i�K���i���j�j�¸���K�`ª
�j���D�����$�R�G�T�1�T«Q�Õ���D���i���Q���f�$�Ò«!�ì�¢�$�¼¦@�$���_�i��¨l�\Ê������o�$���$¶�®���£$����§V��«-�D�_�����)�¢���¢�
�������j�K�j�_�T£$��¬^¨D�

ρ
�i«Q�

ρ1

£$�K«
ρ(ε) = 1

1+ε
(ρ + ερ1)

¤(�$�j���$�F�
ε > 0

�D�%�_�T�¢»i«����j�j�
¨D���j�i�j�K�������=�_�D� �¢�$����«²�i�Ã¶ � �$�F�����^�¢�¢�T�D�j�o�K�j��£$��¬Q�_�i��£$���T�����$�j�o�$£)�¢�Â¨p¿á�D�y¨D�$�����j�D�l�j���`ª
�¢��«²���L�K�l�¢���D��«

ρ(ε)TA = 1
1+ε

(
ρTA + ερTA1

) ¶+®L���L�i�l�j��§i�$£)�¢�K���Ò�(�D���+¨D�
ρ
�$�L�o�V¨D�$�

�$��£$�K��������¨D���d�K�j«²�¸�(�D�¯����¥K�l���!�����s�$���¢�T�¢��¨D�¯���¸þ�·�Ø©® {|ai〉|bi〉}mi=1

¤D�i�7�¢��«²�l���(�D�
�$���Ò�����¢�T�¢��¨D���_�j�D�o�$���_�i�7¨D��¨D��«��$�l�j��¬

(D−m)
�K���j�K¥K�K�D�i�_�Â�i�(�D�$�R��£��K�ì¾��D�F���¢���D�$�

�i�l�j��§T�i���K� 1
D−m
¶��¿Á�i£��K�j¨��i«Q���$�WÇ��$«²���D�j�)§V�Ã¤_�$�W�(�D£�����¨D�

ρTA
��¿Á�.¦l�D�i�D¨D��� ¦������

«²� �Û¾j»�¨D���t£��K�ì¾��D�F�+¨l�s§K��£��j�K�j� {|a′i〉|bi〉}mi=1

¤i�i�F�¢��«²�D���(�D�������W§K�$£)�¢�K���+¨D���t���$���j�l�tª
�j���_�i���K���j�K¥K�K�D�i���¢���D�$�Õ�i�l�j��§T�i���K� 1

D−m
¶ 
 �j�������¢Ô$�i�F�����%�j�$�K�����\¨D�1�������j�K�j�_�T£$���i�D�

�����Â�i��£$�i��¨D��¥K�$�D���¢�T�$¤������
ε
�j�=�D£$�����F�¢«��$�F�^���)�¢���©�$���Â�i�l�¢�X§T�i���K�j��«²Ä��¯�_�i�¼¦l�i�¯¨D�

ρ(ε)TA
§i�$�D����¨D�i�_�T�¢���o�$�

ελr +O(ε2)
¤D�$���j���(� {λr}mr=1

�������i�t�¢�X§T�i���K����¨D������«!��ª
�¢�����

Q
¨l��¨D��«��$�D�����K�l�

m×m ¨D�7�D�D��¨_���o�$� Qij ≡ 〈a′i|〈bi|ρTA1 |bj〉|a′j〉
¶ÒÏt�

λr < 0�����Q�i��¥K�D�
r
¤��i�¼¦=����«��D����£<�\�i�t�¢�X§T�i���K���Â�D�$¥F�ì�¢���l�¸���´�Ã¿á�$������£��¢���!¨D�

ρ(ε)TA
¤��������

�G�i�F�Â�¢�j�i�D�R�d�K�j«²�
ρ(ε)
���b�D�b�$�R�G�T�¸�i«Q�Ð�j�¢�i�D�����i�j��£���¬y�_�i��£$���i�+�D��¥F�T�¢� §T�l¶1®L�L£<�i�

�$�#�$���(�D�
λr = 0

�������i��¥i�D�
r
�D�$£��$�j�����¢�y¨3¿Á�D�#�����¢�l¨D�+�$�Ð���$¥K�i�@�i�j¨D���Q�$���j�$�K�����

¨D���������j�K�j�_�T£$���i�D�$¤V���_�i�R�¢���L¨l�$�_�(�_�i�7�$���o�i��§K���D�j���Û»i£$����«��$�F�L�(�D��¨D��D�K���j�K��¥K�$�¼¦(ª
�$�Ð�T�l�¢�X§T�i���i�j���D��¥F�T�¢���D��$���À¿Á���j�o�$£��j�j�^¨D�

ρ(ε)TA
¤7�W������¢�i�F�¯�T���K�R�G�1£$�K�l£$���l�j���i�D�

�j��«²�����i�����i��£<�i�¸�i�F�¢���j���K�$¶!®��b£$�K�l�j�$�'?Dâ��D£$���l¤+�o�$�Â�G�i�L�(�D�²�Ã¿á�K�o�$�¢�T¨D�K���o�$���j�K�j�D�T�
�$��«²�i�F�¢���D¥K�D�s¡�·Ò· ³d�j�¢�i�D�����i�j��£���¬��D�i�j£����i�s���K�����j��§T�Fµ)¤��D�$« ¨p¿Á�.¦t��¥K��������£$�K�D¨l��£$��¬
Q > 0

¤D���Q�(�_�i�p§i�K��¨D�����V�l�
ρTA1 > 0

�T�p�(�D£$����¨D�
ρTA
¶ �

©�$�����¢¥i�$« ���$���¢�i� �G�i�Q�(�D�T¤s���f�¢�$��«²���Q¨D�����Q�D���ì¾��$£)�¢�K���
E(µ)

¨D����¡
�$�K���$«²�´üK¤
�(�_�i������§i�K�

ρ1

�$�Q�o�i�����$«��D�j�!¨D�$��£$�K«����i�D¨D�j�\£��K«
ρ1 =

∑
µ cµE(µ)

¤+Ä$���j���(�
cµ£$�����¢���_�i�j»i«²�)�¢���$��j�<�T���$¶���7�_�D���F�

εµ ≡ εcµ
¤��i�D�j����§K��« �(�D�¸���1�D�����i�j�$�j��¨l�$�
¡����Tª

�j��«!�^Ö¸�D�^�j�����j�j���l¥K�$�¼¦
εµ
�^���$�s�D�¸�l�$¥F�T�j��§T�l¶�¡��i«���Ä�§T�i�7���������_�¸¨l�$���¢�i£<�T�s���o£$�i�

�$�y�$���(�D�Â���Qþ�·�Ø�®ZÄ$���l�K«²Ä����d�K��«!�i¨D��������§K��£��j�K�j���j�$�i����¶L®L���i�(�D�$�R�G���j� �¢�_�i£���¬D¤
�$�+�(�D£����+¨l�Q�Ã¿á�$�R�G�T�

ρTA
£$�K���D£$��¨D�$�¼¦r�i«Q�Ð�$���j�D�o�$���_�i�+���j�_�i�L¥i�$�D���¢�T���o�$���©§K��£��j�K�j�
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ρ(A,B,C)

¨D�^���1þ�·�Ø©®�¤7�W�������G�i�F������£$�K�l¨D��£���¬1��«����i�¢�i¨_�����K�D�j�^�$�W���K�j�K�����i��¡
�$�K���$«²�!Ö1Ä$�
«�Ä$������«��D���T¶ �L���D�´�d�)�Q�j��«!�T�j£<�T�D���²�V�l�\�i�(�D�$�R�G�Ð�j��«²�l�����D£<�i£���¬y�$¿Á�i�D����£<���r�D�_�
¥K�j�i�!§T�i�j�����¢�T��¨l��þ�·�Ø©®L�$¤l£$�K«��i�¢�Â�¢�i�j�$�����$��þ�·�Ø©®L��¨D�©�j�j�$���V�l�D���j���3«��K� �¢�$�Ò¨D�
¨D�K���(�l�j�j���j�$¶�û¼üKüK¤pü À ¤pü { ýÀ¶
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®L�Ð�$�+£$�i�D½��j�K���i�F�¢�$�����K���D�$«È¨D��«²�K�R�¢�j�T�©�j�j�$�¯�j�$�K���$«��$�¯«��K� �©¥K���D�$�j�i����¤3�����¯�(�_�i���
�$�D�Â¨D�i�D�$�@��¨D�$�%¨D�1���%���K�D�D�R�¢�$�j��¨l�����$���D���K�D�����G�ì�¢�¯¨D�1���$�_�i�j�i�D�������¢�T�<¤��$«Q�l�j�K�����ìª
«²���F���s�l��¨D�$�R�¢��� · ���i�D�������¢�T�¯�o�$�Q�r£$�����¢�¸�¢���l�D�Q¨p¿á�$�R�G�T�j�$¶#®L�f�_�i�R�¢��£��D���T�$¤
�$���^�¢���Tª�j��«²���^¨l�$«��K���j�j�$�@�(�D���i�(�D�$�����������G�ì�¢�Â¨D���¢���$�Â�(�D�D���j�Â�i«Q�#�$«��D�j�K�����i«��$�F�©������¥F�T�
�������Ð�o�$�R�d�$£��¢�i«��$�F�Q�D���j���_�i�¢�T�D�����$¤L£$�i« �i�j�r�$���������G�ì�¢�

ρ(A,B,C)
¤+�j¬i�f�j�K�D�l���¢�

«²Ä����$�D����»^¨D�$�p���K�j�i���3«��$�j�i«��$�F�����t£$�i�Ã¤V�$�y�$���j���(�j����¨D���(�D�����p�j���y�$«Q�D���K�����i«��$�F�<¤
�����j�)§T�²�o�$���d��£��¢�²�D���j�$�D�i�¢�i�l����� �G�T���W�����j�)§i���D�!¨l�$���j��� · ���T�D�������G�ì�s�l�²���§i�$�D���Ð�i���j�$�`ª�T�¢�s�������o���¢� �¢�����o�$���j�K�j�D�i£$���K�D�Ò���V£<�i���s���i��¥i�D�D�$�s¨D�©�l�Q���V£<�i�����T�j�j�V£$���i¨D���������K�j�K���Ã¶
®L�Ð£$�K�D���$�'?Dâ��D£$���l¤p�����©£$�i�¢�i£)�¢���j½��R�¢���V�l�$�¯���$������§T�i�F�¢��¨p¿Á�i�(�D�$�R�¯�¢���D�D�©¨3¿Á�����G�ì�¯�¢���D�$�
�D�Õ����¥K�l���_£$�T���d½�����£��j�$�i�Ã¤W�L�D���j¬i�Õ�D�K«�Ä$�Â�D�D��£��j�<�T£$��¬�«²�T�¢��«!»T�j��£$�%�j�$�l�j�!���$�F�¢� �
�)¦t�o�$�j��«²���F�G�i�À¶
�©�j�����_�ì�¢�%�b�i�(�D�$�R�y�D�D�F�!§i�K����« �j�$£��K�j¨D�i�!�(�D�����©�D�i���¢���r�����¢�l¨D��§i�$�D���Õ«²�ìª

�¢� §i�ì�\���D��£$���i��«��$�F�������\���´�D�i���¢�j�´¨D�7�D�D��£���¬f¨D�#�j���_�i�j�i�D�������¢�T�!�(�_»T�(�j��£$�l¶ÒB������$«
�i�¢�y�(�D�%�T�V�l�$���¢��¨D� �_�D��£$��¬���«��D����£<�²�Ã¿á�)¦t���R�¢â$�l£$���y¨p¿á�D�D�¸�$���¢�T�¢�¸�i«Q�@£$�i�j�j�����i£����K�l�
�(�_»i�F�¢���V�l�$�^�)¦V�¢�j�i�K�j¨l���_»i�����i«��$�F�¯�d���D�����$¤
�$���^�(�_�T���Â�t£��D�o�$�@�D� Piê�M îVë ���b�À¿Á���j�_�T�
¨D�^Ê������o�$����³Û��¬K�y¨D��«²���j�D�j���D�1�V�l� · ���Fµ)¤V�����(�D�Â��«²�D����£$�¸�(�D�Â�D���j¬i��£$�i�j�K����D±�����T�¢��D���l�D�F�¢��¹`�����D¥i�D���i���RºÂ¨l�Q�Ã¿á�$���_�i��¨3¿Á�����G�ì�¢�¯�d½�����£��$¶¯®L���¢�i�F���(�D���i�¼¦=�!Ä$�¯£��$���$¤p�D��«
¨D�²�j�$�D����¨D�i�D£$�¸�$�f£$�i«²�l�j�²�(�D�!�����d�i�j«²�����´�(�D�%¨D� �_�D��« �i£)�¢�_�T��«��$�F�����$�^£$�K�`ª
�j�����i£����K�D���V�D»i�F�¢���(�D����¨D¬K�_�������t£�í_ó)÷�úXó��Q�D��£��K�ì¾��D�F�����$������§T�i�F��¨p¿á�$�R�G�T�j���V�l�^��¬K�
�G�i�F�¯�d���D����«²���F�¯�$«��D�j�K�����T�j���(�D�T¤��²�j�i�¢�¯�����¯�)�d�$£)�¢�$���l�¢»i£)�¢��£��$¤��j�$«��D���!�(�D���l�%�D�
�j��¥K�D���3¶����V�l�$���¯���V¨D�j�������$���D�r«��i�¢����¨l��£<�T�¢�!�����i�j�j���D������d�t�¢�D���$�©����§V�������K�l��¨D���
£$�K�l£$�$�t�¢�^¨p¿ ¹a�$«Q�l�j�K�����i«��$�F��º�¨D����¨p¿Á�l���D�l�(��¨D��§V���R�G�����T�¢�j����«²Ä����D�¢»i£)�¢��£i¶
¡��i�l«!�T�j�$�¼¦�¨D�$�����¢¥i�$«Ù�j���j�¢�T���G�T�s�(�D���Ã¿á�)¦t���R�¢â$�l£$���Â¨p¿Á�i�(�D�$�R���¢���D�D�Ò¨p¿á�$���¢�T�¢���$«�ª

�D�j�i�����ì�¢�����o�$�R�d�$£)�G�i«��$�F���l���j���_�i�j�i�D�������o�$���^�¢���$���(�D�l���¢�s�$�R�G»¸�d�K�D�i«²���F�G�i¨_�^�$�\���
£$�K�l£$�$�t�¢��¨l��þ�·�Ø�®�¤7���
�(�_�T�
��¿ �T�j�j�V£$���²��£$�����¢��$���_�i����¨D�¸Ê������o�$�R��¨D�^¨D��«��$�D����¬
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�i«Q�#«²���FÌt��¨l�

5
§i�$£)�¢�K���

�D���t¨D�l£��¢�²���D¨l�$�o�$�D¨D���F�¢�$¤+�j�i�Q��«²«²�i��£<�T�^¨D���D��¨p¿á�D�´���j�_�T��¨D�!Ê������������¸¥K���i�_�i�L¨D�
�¢���$���(�D�l���¢��¶�ÇL¿ �i�t�¢�K�s¨D�$�o�D�j���j���(���j�j���_�i���o�D�Q�D���¢���l¥K�l�sÄ)¦t�����$�%�¢���K�_�i���i�(�D�$�R���¢�¼ª
�D�D�Ò¨D���j�D�o�$���_�i�Ã¤V�o�$�Ò���Â�(�D�©���K�j�D� �G�Â¨D�©�����j��§T���l�¸�.¦l�����jâ$�D£����l¤(�¢�i�Ò�7�(�D���¢�i«����V£
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