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Prologo

Este documento contiene los apuntes de la parte teérica de la asignatura Particulas Elementales que
pertenece al plan de estudios del programa de doctorado de Fisica Tedrica que se imparte en la «Facultat
de Fisicay de la «Universitat de Barcelonay. Estos apuntes corresponden al curso 2003—2004, y fueron
tomados entre el 28 de octubre y el 17 de diciembre de 2003, en aproximadamente quince horas de clase;
y han sido pasadas al formato electronico TEXentre el 8 y el 28 de enero de 2004.

A lo largo del curso en pizarra se dejan algunos pasos, o resultados adelantados, como ejercicio para el
lector. En este documento se recogen los enunciados de todos ellos, dando dan las soluciones de algunos.
También se recoge toda la bibliografia recomendada para seguir el curso, o bien para ahondar en algunos
temas.

El presente documento sigue en su mayor parte la misma estructura que el curso en la pizarra. Sin
embargo, en algunos instantes, se ha alterado el orden o incluido material extra con tal de adaptar su
contenido a una obra escrita. De esta forma, el curso se ha dividido en cinco capitulos.

El capitulo 1, Introduccion, pretende dar una vision general del mundo de las teorias de particulas
elementales; los 6rdenes de magnitud involucrados, el sistema de unidades naturales que se utiliza y una
breve recopilacién de todas la particulas que se estudiaran a lo largo del curso.

En el capitulo 2, titulado Teorias de gauge, se repasan una serie de conceptos sobre la teoria cuédntica
de campos con invariancia de gauge. Gran parte de lo que se explica en este capitulo debe ser conocido
por los alumnos de un curso de doctorado, pero es preciso repetir su exposicién en este curso con tal
de fijar una notacion, y reenganchar a aquellos alumnos que no hayan escogido asignaturas relacionadas
con el tema. En este capitulo se repasaran los conceptos méas elementales de la teoria matemaética de los
grupos continuos, o grupos de Lie. También veremos con detalle el tratamiento de una teoria cuantica
de campos con invariancia de gauge local; comenzaremos con el ejemplo conocido de la electrodinamica
cuantica (QED), con invariancia U(1). Posteriormente, se generalizaran las técnicas empleadas para el
caso de SU(N).

Con el titulo Interaccion nuclear fuerte. Cromodindmica cudntica, en el capitulo 3 se aplican gran parte
de los conceptos repasados en el capitulo 2 para construir la teoria cuantica de campos de las interacciones
fuertes: la cromodinamica cuantica (QCD), cuyo grupo de gauge es SU(3). En primer lugar, analizaremos
el fenomeno de la libertad asintética, segin el cual la constante de acoplamiento de QCD disminuye en
el limite de altas energias. Gran parte de este tercer capitulo se dedicara al estudio del grupo de simetria
SU(3). Veremos como, ademéas de la simetria de color que define el lagrangiano de QCD, en el sector
de los tres quarks maés ligeros también tenemos la simetria SU(3) de sabor, que no es més que una
generalizacion de la simetria SU(2) de isospin para incluir el quark «strange». Gran parte del capitulo se
dedicara al estudio detallado del grupo SU(3), a la caracterizacion de sus representaciones y a desarrollar
técnicas graficas para obtener la descomposicién en representaciones irreducibles del producto directo de
dos de ellas. Por ultimo, utilizando estas técnicas, podremos clasificar los hadrones segin los multipletes
del grupo.

En el siguiente capitulo, Teorias efectivas, nos daremos cuenta que, en la aproximaciéon de bajas
energias, en que los quarks no aparecen como particulas asintéticas, no tiene sentido trabajar con un
lagrangiano a nivel de quarks, sino que en muchas ocasiones podemos conformarnos con un lagrangiano
efectivo, donde aparezcan los campos de las particulas fisicas formadas por estados de ligados quarks:
los hadrones. En este capitulo, obtendremos lagrangianos efectivos, tanto para los bariones que se trans-
forman segun el octeto de SU(3), como para aquellos que lo hacen en el decuplete. Para obtener una
teoria efectiva de los mesones emplearemos otra tactica: el modelo sigma no lineal. El tratamiento de
teorias efectivas nos llevara, por primera vez, a obtener relaciones independientes del modelo, que podran
ser comprobadas experimentalmente: las relaciones de Gell-Mann—Okubo. Por ultimo, estudiaremos el
proceso de interaccién de cuatro piones, a primer orden.
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En el dltimo capitulo del curso, cuyo titulo es Interacciones electromagnéticas y desintegraciones
leptonicas débiles, introduciremos en nuestro tratamiento las interacciones electrodébiles. Comenzaremos
obteniendo una teoria efectiva mediante técnicas similares a las del capitulo anterior. De nuevo, nos
conformaremos con un lagrangiano a nivel de particulas fisicas, en vez de quarks. Veremos que, en el limite
de bajas energias podemos considerar que el vértice de interaccién es puntual, en vez de tener en cuenta
que la interaccion débil es mediada por las particulas W+ y Z. Utilizando las teorias recién obtenidas,
realizaremos el calculo explicito del proceso de desintegraciéon de un pién, que nos servird para hallar una
expresion que pueda ser utilizada para determinar experimentalmente la constante de acoplamiento del
modelo. Posteriormente, introduciremos la teoria de Fermi-Cabbibo para las interacciones débiles entre
leptones. Para acabar el curso, utilizaremos este modelo para calcular el proceso de desintegracién del
muon, que nos llevara a observar que, en ocasiones, la interaccién débil es capaz de violar la simetria bajo
transformaciones de paridad. Esta caracteristica es tnica y definitoria de la interacciéon nuclear débil.



Capitulo 1

Introduccion

En este capitulo daremos un breve repaso a las nociones més bésicas como paso previo al estudio de las
diferentes teorias de particulas elementales. En primer lugar, realizaremos un pequeno recordatorio de los
ordenes de magnitud en la Fisica, y en especial los que intervienen en la fisica de particulas. Seguidamente,
recordaremos la definicién de las unidades naturales, que nos permiten simplificar la notacién y los
calculos. Por ultimo, realizaremos un breve repaso a los nombres y propiedades de las diferentes particulas
elementales que aparecen en el modelo estindar.

1.1. Doénde estamos

En Fisica, es muy importante saber en cada momento cual es el orden de magnitud de las diferentes
variables que se manejan. No es lo mismo trabajar con las distancias mas grandes, de hasta 10%°m, que
en las escalas mas pequenas. Tomando como ejemplo las distancias, los diferentes érdenes de magnitud
en que se puede desglosar el estudio de las diferentes partes de la naturaleza se muestra en la siguiente
tabla.

1026m  Universo conocido
102'm  Galaxia (via lactea)
10'®¥m  Distancia sol a a-centauri
10'2m  Distancia neptuno a la Tierra
10°m  Diametro de la tierra
10%m Escala humana
107%m  Celulas
107%m  Atomo
10~m  Nucleo y particulas elementales
107%°m Distancia de Planck

A lo largo de esta asignatura trataremos tan sélo con las particulas elementales, es decir, nos situamos
a la escala de los 10~ °m.

1.2. Unidades naturales

Para simplificar la notacion, a lo largo de esta asignatura adoptaremos el sistema de unidades na-
turales, que se caracteriza por elegir las constantes de Planck (reducida) y la velocidad de la luz como

adimensionales e iguales a la unidad,
h=c=1. (1.2.1)

El hecho de escoger ¢ = 1 nos indica que las unidades de longitud y tiempo seran la misma (podemos
hablar de anios-luz como unidad de distancia, o de metros-luz como unidad de tiempo). Esta eleccion
también implica que la masa tendré la misma dimensionalidad que la energia, dado que

] = [m][v]* = [m] . (1.2.2)

Por otra parte, la constante de Planck tiene unidades de accién, energia por tiempo. Por tanto, al
ser escogida igual a la unidad tendremos que la unidad de tiempo (y de distancia) seré el inverso de la
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unidad de energia. Nosotros, tomaremos el criterio de utilizar siempre unidades de energia, usualmente
eV (o derivados). Nos sera ttil, pues, tener en mente los siguientes factores de conversion con el reto de
unidades mecanicas,

lkg = 5,61-10*°GeV , (1.2.3)
lm = 5,07-10°GeV ! | (1.2.4)
Is = 1,53-10**GeV ! . (1.2.5)

1.3. Breve inventario de particulas elementales

En la naturaleza conocemos un total de cuatro interacciones basicas, que son

Interaccion electro-débil Incluye las interacciones nucleares débiles y las electromagnéticas (que tam-
bién pueden estudiarse, por separado, mediante la electrodindmica cudntica, o QED). La unificacién
de estas dos fuerzas en la teoria electro-débil (EW) valio el premio Nobel de fisica de 1979 a Sheldon
Lee Glashow, Abdus Salam y Steven Weinberg.

Interaccién fuerte La teoria mas exitosa de las interacciones fuertes es la cromo-dinamica cudntica

(QCD).

Gravitaciéon La ultima teoria aceptada totalmente por la comunidad cientifica es la Relatividad General
de Einstein, de 1916-1917. Los diferentes intentos por realizar una teoria cuantica de la gravedad,
gravitaciéon cudantica, supergravedad, etc., han fracasado debido a incoherencias internas. En la
actualidad el tnico candidato fiable que tenemos para incluir la gravitacién en un marco cuantico
es la teoria de stpercuerdas.

Todas las particulas interaccionan mediante la gravitaciéon, mediante el intercambio de particulas
virtuales llamadas gravitones. No obstante, esta interaccién es despreciable a las escalas de la fisica de
particulas, y por lo tanto no la tendremos en cuenta a lo largo de la asignatura.

Las particulas que tan sélo interaccionan mediante la interacciéon electro-débil, ademas de la gravita-
toria, se llaman leptones, todos ellos tienen spin s = 1/2 y vienen clasificados en tres familias,

e I’ T
) ) )
Ve vy vy
mas sus correspondientes antiparticulas. Para las masas de los neutrinos, experimentalmente, tan sélo

tenemos cotas superiores, y hasta hace poco se pensaba que podian no tener masa; si bien, actualmente
parece comprobado que si tienen cierta masa, aunque muy pequena. La masa de los leptones es, pues,

me = 0,511MeV | mg < 3eV,
m, = 105,658MeV , my < 0,19MeV
m, = 1776,98MeV , m2 < 18,2MeV .

vr

Las particulas que interaccionan a través de la interaccién nuclear fuerte, ademas de la interaccion
electro-débil, se llaman hadrones, y todos ellos estan formados a partir de combinaciones de dos o tres
quarks. En total, existen seis quarks, todos ellos con spin s = 1/2, agrupados en tres familias,

(2) () ()

Dado que los quarks no se pueden obtener como estados asintéticos aislado, resulta complicado definir
de forma precisa su masa. Una de las formas mas convenientes consiste en introducir una escala de
renormalizacion,

my, (2GeV) = 2-8MeV mq(2GeV) ~ 5-15MeV |

ms(2GeV) &~ 150MeV , me(me) = 1,2GeV ,
mp(mp) =~ 4,2GeV .
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Para los quarks mas pesados, resulta més conveniente definir la masa «on shelly, que seria la definicion
mas parecida a la masa libre de otras particulas (como por ejemplo, los leptones). Las masas «on shelly
para los tres quarks méas pesados son

mo® =1,2GeV my® = 4,9GeV |
mos = 174GeV .

Lo primero que nos llama la atencién es que la masa de los tres quarks mas ligeros —«up», «downy
y «strangey»—, es mucho menor que la de los otros tres. Por lo tanto, tiene sentido, como primera
aproximacion, tomar su masa igual a cero. Otra aproximacion que se suele hacer es considerar la masa
de los tres quarks ligeros iguales entre si'. Una mejora a esta aproximacion es considerar tan sélo iguales
las masas de los quarks «up» y «down», aproximacién que da lugar a la simetria de isospin.

La interaccién particulas estd mediada mediante particulas portadoras, todas ellas de spin s = 1
(excepto el graviton, que se supone que tiene spin s = 2). Las diferentes particulas portadoras son las
siguientes:

Foton, v Es la particula encargada de mediar la interaccién electromagnética y, por lo tanto, se acopla
con las particulas cargadas eléctricamente segin el lagrangiano de QED. Tedricamente, su masa es
nula, pero la mejor cota experimental que tenemos es M, < 2- 10716,

Bosones W* y Z Son las particulas encargadas de transportar la interaccion débil, por lo que se acoplan
con todas las particulas con carga de sabor segun el lagrangiano de EW. Sus masas son My =
80,4GeV y My = 91,1874GeV.

Gluones, g, Su nombre es debido a que son las particulas encargadas de mantener unidos los quarks
en el interior de los hadrones, ya que son los transmisores de la interaccién nuclear fuerte. Segtn el
lagrangiano de QCD se acoplan a todas las particulas con carga de color. Existen un total de ocho
gluones, a = 1,...,8, todos ellos sin masa (segin la teoria).

La teoria que describe las propiedades de todas las particulas enumeradas, y sus interacciones, es el
modelo estandar. Puede encontrarse mayor informacioén sobre las diferentes particulas en [1].

TAunque la masa del quarks «strange» es bastante diferente a la de «up» y «top», esta aproximacién tiene sentido si
comparamos sus masas con la de los tres quarks restantes.
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Capitulo 2

Teorias de gauge

En este capitulo realizaremos una breve introduccién a las teorias de campos con simetrias de gauge.
Esta tipo de teorias son capaces de describir las interacciones electromagnéticas (QED), electro-débiles
(EW) y fuertes (QCD), por lo que representan una herramienta fundamental en la fisica de particulas.

Para comenzar el capitulo, realizaremos un pequeno repaso a las principales propiedades de los grupos
y algebras de Lie, que nos seran de utilidad al largo de toda la asignatura. A continuacion, y también a
modo de repaso, recordaremos el tratamiento de QED, donde la simetria gauge se implementa mediante
el grupo abeliano U(1).

La tercera parte del capitulo esta dedicada a las teorias de gauge no abelianas. Iniciaremos su estudio
construyendo su lagrangiano, siguiendo un procedimiento anélogo al que se utiliza para el caso de QED.
Seguidamente, destacaremos el caso del grupo SU(3), que implementa la simetria de color de QCD. Por
tltimo, daremos —sin demostrar— una serie de recetas utiles para hallar las reglas de Feynman asociadas
a una teoria gauge general.

2.1. Repaso de teoria de grupos. Grupo SU(N)

2.1.1. Grupos de Lie

En primer lugar, realizaremos un pequenio repaso a la teoria de grupos aplicada al grupo SU(N), que
es el mas utilizado en la teoria de las particulas elementales a nivel que la vamos a tratar.

El grupo U(N) esta formado por todas las matrices N x N unitarias. Es un grupo respecto de la
multiplicacién matricial, ya que el producto de dos matrices unitarias también es unitaria. El subgrupo
SU(N) esta formada por aquellas matrices unitarias con determinante unidad.

Una de las principales caracteristicas de los grupos de Lie es que son continuos, es decir, localmente son
isomorfos a RY, donde N es la dimension del grupo. Este hecho nos permite parametrizar los elementos
del grupo mediante N pardmetros, a’. Por convenio, tomamos U (0) = 1.

De la teoria general de los grupos de Lie [2, 3], sabemos que todo elemento de SU () se puede escribir
como una exponencial de las matrices de un algebra de Lie asociada,

Ula) =e . (2.1.1)
Dado que U es unitaria, las matrices A del algebra deben ser hermiticas,

Ut =1

—oiATgiA _ i(A-AT) (212)

El hecho de que el determinante de las matrices del grupo determinante unidad, det U = 1, nos restringe
aun més cual es el adlgebra asociada al grupo, ya que
detU =1

) . 2.1.3
=det ezA _ eztrA , ( )

o sea, las matrices del algebra no deben tener traza, trA = 0. La condicién de hermiticidad determina
todos los elementos bajo la diagonal, y fuerza a los elementos sobre la diagonal a ser reales. Por lo tanto,
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tenemos un total de n+ 2 x n(n —1)/2 = n? grados de libertad reales (cada nimero complejo aporta dos
grados de libertad reales). La condicién de traza nula impone una nueva condicién més (tan solo una, ya
que todos los elementos de la diagonal deben ser reales). Asi, pues, el nimero de grados de libertad en
las matrices del algebra es n? — 1.

2.1.2. Algebras de Lie

Hasta este momento hemos mencionado repetidamente el concepto de algebra de Lie, aunque no las
hemos definido formalmente. Una algebra de Lie, L, es un espacio vectorial, sobre los reales, R, o los
complejos, C; tal que tenemos definido un producto interno,

LxL—L,

(AB)— [AB]. (2.1.4)
que llamamos paréntesis de Lie, y que debe cumplir las siguientes propiedades,
[aA + 8B, C] - a[A, c} + 5[3, c] : (2.1.5)
[A7 B] - —[B, A} : (2.1.6)
[A, B, c}] n [0, (A, B]] n [B, c, A]] —0. (2.1.7)

Para las algebras que admiten representacién matricial, el paréntesis de Lie suele coincidir con el conmu-
tador, que satisface las mismas propiedades.

Dado que la élgebra de Lie es un espacio vectorial, pueden hallarse infinitas bases diferentes. La base
més conveniente es la que se obtiene por derivacién a partir de los elementos del grupo,

_ 0U(a)
E B 8ai

, (2.1.8)
ai:0

donde las matrices T; son los gemeradores del grupo, y forman una base completa. Por este motivo,
podemos descomponer el paréntesis de Lie en esta base,

[Tz‘, T]} = Cijka ) (2.1.9)

donde Cijk son las constantes de estructura del grupo. Para demostrar este hecho, debemos tener en
cuenta que el producto de dos elementos del grupo, U(a) y g(8), también es un elemento del grupo,

U(@U() =U(r(a,8)) - (2.1.10a)

Por otra parte, si las constantes de estructura no son nulas, el producto interno del grupo de Lie no es
conmutativo,

U(B)U(a) = U(r(8,a)) . (2.1.10D)

Por otra parte, cualquier elemento del algebra se puede poner como una combinacién lineal de los gene-
radores, A = A'T;, por lo que la ecuacion (2.1.1) se puede expandir por Taylor cuando los parametros
son pequenos (al rededor de la transformaciéon unidad),

. Q . 1 . .
Ula) =T =1 +ia'T; — §a’a]TiTj +.... (2.1.11)

lo que se conocemos como transformacion infinitesimal. Con lo cual, la expansion por Taylor de las
ecuaciones (2.1.10) son

U(a)U(B) = 1+ia'T; +if8'T; — o' F T,Tj — %(o/oﬂ' + ﬂlﬂj)TiTj +o(a, )%, (2.1.12a)

U(OU(0) = 1 +ia'Ty +ifT; — o PT;T; — o (a'od + 50 ) TT; + ola B)° (2.1.12b)
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Restando las dos ecuaciones anteriores, obtenemos la siguiente igualdad
U(@)U(B) - UB)U(a) = —aif (TiTj - TJT> +o(a, B) . (2.1.13)

Por otra parte, como el producto de dos elementos del grupo también pertenece a él, podemos realizar la
expansion de Taylor directamente al elemento compuesto, U ( 7(«, ﬂ)) = U(a)U(B). El resultado que se

obtendria es
U(r(a,8)) = U(a)U(8)
o (2.1.14)
=1+ir'T; — §TZTJTZ'T]‘ +o(1)? .

Para comparar las diferentes expresiones al mismo orden, es necesario expandir por Taylor también la
funcion 7(«, 3),

(o, ) =7(0,0) + @ OaT|o_g+ B 97|50 + Ala, B) + o(a, B)? (2.1.15)

donde A(a, 3) = o(a, 3)2. Debido a que U(0) = 1, se siguen las siguientes propiedades,
UO)U0) =1 — 7(0,0) =0, (2.1.16)
UO0)U(a) =U(a) — 7(a,0) = « . (2.1.17)

La primera propiedad elimina directamente el orden cero de la expansion de 7. La segunda propiedad nos
asegura que
OaTlpmo = 08T|gg =1, (2.1.18)

hecho que se de la comparacion orden a orden de la expansion (2.1.14) haciendo 5 = 0, con la expansion
para U(a), ec. (2.1.11). Con todo esto, la ecuacion (2.1.14) queda de la forma
U(r(e8) =1 +i(a+8+A)T - (a'al + B8 —a'f) - 00 )T, +o(a, B, (2.1.19)

donde en el paréntesis que acompaiia a ;7 no aparece ningin término con A ya que 7 no tiene término de
orden cero, y cualquier producto que contenga A seria de orden o(c, 8)3, o superior. Ahora, la diferencia
de la ecuacion (2.1.13) ahora se escribira de la forma

U(T(a, 5)) - U(T(ﬁ, a)) = —(A—=A)'Ti +o(a, B)° (2.1.20)

donde A" = A(B,«). Si el grupo no es abeliano, podemos tener A # A’. Comparando las ecuacio-
nes (2.1.20) y (2.1.13) tenemos, finalmente,

o'y’ [T Tj} — (A-A) T, (2.1.21)

lo que significa que el conmutador de dos generadores es proporcional a una combinacién lineal de los
propios generadores. Esta es la definicién de dlgebra de Lie. Esto completa la demostracion.

2.1.3. Teoria de representaciones

A menudo los difernetes grupos de Lie se definen pensando en un determinado tipo de matrices,
que cumplen ciertas condiciones; por ejemplo, el grupo SU(3) se define pensando en matrices 3 x 3
unitarias y determinante unidad. Sin embargo, una vez caracterizado el grupo y conocidas sus relaciones
de conmutacioén, tiene sentido preguntarse si existen otro tipo de matrices, I'*, quiza de otra dimensién,
que satatisfaga la misma algebra de Lie,

[r“, Fb} — jfabere . (2.1.22)

Es decir, nos preguntamos si existe mas representaciones, ademaés de la que se utiliza para dar nombre al
grupo, que llamaremos representacion fundamental.
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Diremos que dos representaciones, I'® y ©%, son equivalentes si estan relacionadas por una relacion
de semejanza, es decir, si existe una matriz £ tal que

5(@“)5—1 —T9, Va. (2.1.23)

Dada una representacion, I'*, podemos definir otra nueva representacion, su compleja conjugada, —T'*¢,
tal que

[r*“, F*b} — _jfaber*e (2.1.24)

Por ultimo, diremos que una representacion, I'*, es real si es equivalente a su compleja conjugada, —I"*¢.
Veremos un ejemplo de representacion real en el siguiente ejercicio.

Ejercicio 2.1.1 Sean fqpc las constantes de estructura del grupo SU(3), dadas por la ecuacion (2.3.15).
Definimos un total de ocho matrices 8 x 8 de la forma

(%),, = ~ifaij - (2.1.25)
ij
Estas matrices satisfacen una dlgebra de Lie. Demostrad que es una representacion real.

Solucion Dado que las constnate de estructura de SU(3) son totalmente antisimétricas y reales, cada
una de las matrices T'y son antisimétricas, y todos sus elementos son puramente imagindrios, debido al
factor (—i) en su definicion. Por lo tanto, las matrices son hermiticas, ya que tomar el complejo congujado
tan sélo afecta en un signo global, que se compensa con el signo correspondiente a transponer una matriz
antisimétrica. Por lo tanto, de hecho, las matrices de la representacion compleja congujada son iguales a
las originales, y por lo tanto son equivalentes. Esto completa la demostracion.

2.2. Electrodindmica cuantica (QED)

Consideramos una particula de spin s = 1/2 y que, por tanto, obedece la ecuacion de Dirac, que se
puede deducir del lagrangiano

L= @(iv“@u - m)¢ , donde 1 =740, (2.2.1)
donde v* son las matrices de Dirac, que satisfacen el algebra de Clifford,

{7“7 7”} =2¢"", (2.2.2)

donde ¢g"” es la métrica del espacio. Las primeras representaciones de esta algebra aparecen en las matrices
4 x 4. La que utilizaremos en este curso es

1T 0 0 o 0 -1
0 _ k _ k —
Y= (0 _]1> ) Y= <_0k O> ) V5 = <_11 0 ) ) (223)

donde 1 es la identidad 2 x 2, y o; son las matrices de Pauli. Esta es la representacion de Dirac de
la algebra de Clifford. Existen otras representaciones, ttiles en otros contextos, como la representacion
quiral, o la de Majorana.

Este lagrangiano es obviamente invariante bajo transformaciones U(1) globales, que se implementan
simplemente cambiando la fase del campo . Nos preguntamos si existe alguna forma de promover esta
invariancia a transformaciones U (1) locales, donde la fase dependa del punto concreto del espacio-tiempo,

h— 1 =Dy (2.2.4a)
P — ) =e i@ Qy (2.2.4b)

donde @ es una constante (carga eléctrica del fermion en cuestion) y a(x) es una funcion escalar real. El
término de masas del lagrangiano (2.2.1) sigue siendo invariante bajo este tipo de transformaciones. No
obstante, el término cinético no lo es, ya que segin la regla de la cadena para las derivadas, tenemos

L— L =L—-Qd,a(z)pyy . (2.2.5)
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Para que este término sea invariante, y por ende el lagrangiano completo, debemos definir la derivada
covariante,
D, =0, +1ieA,Q , (2.2.6)

donde A, es el potencial cuadrivector, que juega el papel analogo a la conexion riemaniana en geometria
diferencial. Esta nueva derivada debe transformarse de forma covariante,

D¢ — D) =D,y (2.2.7)
que se cumplird siempre y cuando el potencial cuadrivector se transforme de la forma adecuada,
Dy — D)y = (8M + ieA;LQ) ¢l (@) Qy

_ gio(@)Q (i(aua(x))Q + (0u0) + z’eA’HQ)w

(2.2.8)
= io(2)Q ((8u7/1) + ieA#Q)”g/J
_ eza(m)Q D;ﬂﬁ ,
de donde deducimos que la transformaciéon gauge del potencial debe ser
1
Ay — A=A, — gaua(x) . (2.2.9)

Ahora, el potencial cuadrivector pasa a formar parte de nuestra teoria, por lo que necesitamos incluir
en el lagrangiano su término cinético. Dicho término debe ser también invariante bajo la transformacién
gauge local U(1), ec. (2.2.4). Un posible invariante se puede construir a partir del conmutador de las
derivadas covariantes, que en la geometria diferencial define el tenso de curvatura,

DD | =8, +ie4,Q, 8, + ieA,Q)|

—ieQ [a,t, Ay} +ieQ [A#, ay} (2.2.10)

=ieQ (0,4, — 0,4, .
El término ente paréntesis en el altimo paso de la ecuacion (2.2.10) nos recuerda a la definicion del tensor
de Faraday (ver, por ejemplo, [4, 5]),

D, D] = ieQF,, . (2.2.11)
Este procedimiento nos ha servido para demostrar que F),, es invariante gauge. El término cinético debe
ser cuadratico,

1
Lcin. A, = *ZF;WFW/ 5 (2212)

donde el factor —1/4 se anade por conveniencia. La justificaciéon tltima de este lagrangiano es que de él
se pueden obtener las ecuaciones de Maxwell del electromagnetismo. La comprobacién de este hecho se
deja como ejercicio para el lector.

Ejercicio 2.2.1 Deduce las ecuaciones de Mazwell a partir el lagrangiano de la ecuacion (2.2.12) como
ecuaciones del movimiento para A,. Es decir, imponiendo

5£cin A,
Aw o 2.2.13
5 A4,(@) (22.19)
Utiliza la identificacion F;; = —e;;B;, Fo; = —E;, donde E; y B; son el campo eléctrico y magnético,

respectivamente. También se deben tener en cuenta las propiedades de simetria del tensor de Faraday.

Asi, pues, el lagrangiano de QED se puede escribir, finalmente, de la forma

Lqep = @(im - m)¢ - iFWF“” , (2.2.14)

— Ak
donde lﬁ = y"0,.
No podemos anadir més términos al lagrangiano, si no es a costa de hacer que no sea renormalizable,
o de romper alguna simetria. Las principales razones son:
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= El producto de mas de cuatro campos no dan lugar a teorias renormalizables, por argumentos de
analisis dimensional, [6, 7]. Esto prohibe términos del tipo ¢F,,, F"¢.

= El resto de términos rompe alguna de las simetrias observadas en la naturaleza. Por ejemplo el
término FW,FWEW‘)‘ﬁ x E - B viola la simetria bajo transformaciones de paridad.

2.3. Teorias gauge no abelianas

2.3.1. Construccién del lagrangiano

En esta ocasion consideramos el lagrangiano de un campo fermiénico de spin s = 1/2, que viene
descrito por

1
U — (2.3.1)
YN
El lagrangiano se puede escribir de la forma
L=, (i —mi)n+ o+ oy (i —m)uw
~T(ip ~ M) v,

donde M = diag(mi,...,my) es la matriz de masas. De nuevo, este lagrangiano es invariante bajo
transformaciones del tipo

(2.3.2)

U(z) — U(a)¥(2) , (2.3.3)

donde U(«) es un elemento de un grupo de Lie, G, que viene parametrizado por las variables @ =
(al,...,a). De la teoria de grupos de Lie, se puede demostrar (ver |2, 3]) que todo elemento del grupo

se puede escribir como una exponencial,

L a0 g

Ua) =e" V2", (2.3.4)
donde 7% son las matrices que general el dlgebra de Lie asociada a G, y se conocen con el nombre de
generadores de G. Por ser un élgebra de Lie, cumplen una relacion del tipo

donde f%¢ son las constantes de estructura del grupo, y debe ser totalmente antisimétrico en sus tres
indices. En el caso de SU(N), existen N2 — 1 generadores, por lo que a,b,c =1+ N.

Debemos fijarnos en que para que el lagrangiano sea simétrico respecto a esta transformacion, los
elementos del grupo U(a) deben ser unitarios, U~! = UT, lo que nos impone que los generadores sean
hermiticos, 71 = 7. También es importante que la masa asociada a cada una de las componentes sea la
misma, o lo que es lo mismo, que la matriz de masas sea proporcional a la identidad, M = m1.

En analogia con lo hecho en la seccién anterior, queremos promocionar la simetria a ser local, es decir
a® = a*(z). Ello nos llevara a definir la derivada covariante,

} _ jabe (2.3.5)

.
D, =0, +1g

EAZ . (2.3.6)

a

Normalmente, se utiliza la notacién A, = ?AZ. Para que exista invariancia local, el potencial A, debe

transformarse segin
Ay — UAU +ig(0,0) U (2.3.7)

Siguiendo el mismo procedimiento que en el caso U(1), para hallar el término cinético del potencial A,
necesitamos calcular el conmutador de dos derivadas covariantes,

[D“, DV} —igF,

—ig (9 — 0 Au +ig 44, A)) 3



2. Teorias de gauge 11

donde

][ ]

(2.3.9)
_Zfabc \[AZAb
De nuevo, el tensor F),, se transforma de forma homogénea,
Fu — F),=UF,U". (2.3.10)

El término cinético se formara como el cuadrado de F),,. En este caso, deberemos sumar sobre los indices
internos, lo que se puede expresar de forma compacta tomando la traza. Asi, pues, el lagrangiano final es

_ 1
L= q/(up - m)q> - JEFL (2.3.11)

o bien, escribiendo explicitamente los indices internos,

L=1T, (1'125 - m) - itr[(F,w)m” (F“”)mn} . (2.3.12)

Debido a los términos no abelianos que aparecen al considerar el grupo SU(N), aparecen nuevas
partes del lagrangiano que contienen de autointeraccién de las particulas gauge, que vienen descritas por
A, Es decir, en las teorias no abelianas, las particulas transmisoras también participan de la interaccién,
en vez de limitarse a propagarla como en el caso del electromagnetismo, que se describe mediante una
teoria invariante bajo transformaciones de U(1), que es un grupo abeliano, y que por lo tanto no da lugar
a términos con conmutadores. Por ejemplo, en la teoria aparecen nuevos vértices a tres bosones de gauge,
que provienen del producto del conmutador campo A, por el tensor F},,; y términos de cuatro bosones
de gauge, que provienen del producto de dos conmutadores del campo. Es decir, de forma diagramaética,
nos apareceran vértices del tipo,

. (aMAV _ c%AM) [A“, A”} , (2.3.13)

. [AM, A,,] [AH, A”] (2.3.14)

2.3.2. Cromodinamica cuantica (QCD)

La QCD es la teoria de las interacciones fuertes de los quarks. Como ya vimos en el capitulo anterior,
tenemos seis tipos, sabores, de quarks: «up, down, strange, charm, bottom y top». QCD es la teoria
gauge del grupo SU(3) de color, que tiene 8 generados, \,, que se puede representar con las matrices de

Gell-Mann,!
010 0 —i 0 1 0 0 00 1
=10 0], x=[(i 0o o, =[0 =1 o], m=[0 0 o],
00 0 0 0 0 0 0 0 10 0
00 —i 00 0 00 0 L {100
=100 0], =001 00 —i|l, x=—|[01 0
i 0 0 01 0 0 i 0 3\o 0 —2

1Para las matrices de Gell-mann es usual usar la notacion A% en vez de 7%, por convenio.
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Por otra parte, las constantes de estructura no nulas del grupo SU.(3) son

V3
flaz =1, f458:f678:7

)

) (2.3.15)
frar = —f156 = foa6 = fos7 = faas = —faer = R
donde hemos elegido el criterio de normalizacién
A® b A°
Z_ | =iva e 2.3.16
g (2.3.16)

Por lo tanto, el lagrangiano de QCD es el correspondiente al grupo SU.(3) para cada uno de los

colores, con la normalizacién

t (Aa Ab) 5ab (2.3.17)

r|—=—4 | = . .3.
V242

Con lo cual, las funciones de onda de cada quark, ¢;,, tendran un indice de color, n (que normalmente

no se escribe, ya que se da por sobreentendido), y un indice de sabor ¢. Finalmente, el lagrangiano de
QED sera

. 1 rva a
Laqup =Y T, (z;zﬁ - mi>qi — P (2.3.18)
A

Debido a que el grupo SU.(3) tiene ocho generadores, existen ocho tipos de particulas portadoras de la
interaccion fuerte, que llamamos gluones.

2.3.3. Reglas de Feynman generalizadas

A continuacion vamos a dar, sin demostracion, las reglas de Feynman generalizadas, que serviran para
todos los lagrangianos que contengan objetos bosénicos, con spins 0 i 1, y fermioénicos de spin 1/2. En
general, es posible escribir el lagrangiano de la forma

L= [dy {;@(m)ﬂ'jqﬁj(y) + x; (@) Vi (@ — y)x; (y) + 0 X (2 — ym} + Li(x), (2.3.19)

donde la integral representa la suma de términos cinéticos, y L5 el término de interaccion. Por ejemplo,
en caso del lagrangiano de Klein-Gordon,

1
£ = 56(2)(9,0" +m?)(x) (2.3.20)
debemos elegir

Pii(x —vy) :((%8“ + m2>5ij ) Vij(x —y) = X;(x —y) =0 . (2.3.21)

Propagadores de Feynman

Como siempre, en las reglas de Feynman intervendran los propagadores de los diferentes campos
involucrados en la teoria. Para hallarlos, debemos invertir los operadores que aparecen en el lagrangiano
mediante la transformada de Fourier. Por ejemplo, en el caso de escalares, V;; = P;; = 0, en el espacio
de momentos, tenemos

/dy Z Pij(z — y)Pﬁl(x —2) =66z —2) . (2.3.22)
J
La transformada de Fourier sera

-1 'k 5t
Py = @i ¢ Py (k) (2.3.23)

donde el propagador de Feynman, en espacio de momentos, sera zpjzl(k) Para los tres tipos de particulas
que estudiamos, los resultados que se obtienen son los siguientes:



2. Teorias de gauge 13

Escalar (spin s = 0) Como por ejemplo, el bosén de Higgs. El propagador es

i
p?2 —m? +ic
Fermiones (spin s = 1/2) Como por ejemplo, los quarks o los electrones. Su propagador se escribe de
la forma
i
P —m?+ie
Boson vectorial (spin s = 1, con masa) El propagador de los bosones vectoriales (con masa) es

;"9 + prp” /m?
pr—m?4ie

Boson de gauge (spin s = 1, sin masa) En general, el propagador de los bosones de gauge es

(—g;w +(1—a) q“S”) :

q

q? +ie
En la practica, debemos fijar un gauge determinado para hacer los calculos. En el gauge covariante
2
debemos anadir un término extra al lagrangiano, 6L = —i (BMA“) . También es 1til en ocasiones
A2
el gauge de Coulomb, donde el término extra es 0L = —ﬁ (&-A’) , v el propagador se escribe de la

forma

Parte longitudinal: (A§A§) ~ 5‘“’;72 7

Parte transversal: (AfA%) ~ 5% : (&j - Qiqj) :

q2 +’L€ q2

Término de interaccién

Usualmente, el término de interaccion contiene productos de los diversos campos de la teoria. Si el
numero de campos que contiene el término es N, los diagramas de Feynman contendrén vértices donde
confluyan N propagadores. En general, el término de interaccién se puede escribir de la forma

L1(x) :/d%l cedbey iy iy (@ an, . 2N) (2.3.24)

><%1(361)-'-wim(fcm)“'@n(mn)-'-Xfp(wp)'“xz*q(xq)“' ,

donde 1 < m < n < p < ¢q < N. La transformada de Fourier del coeficiente « viene dada, como de
costumbre, por

4 4
Qi oin (321 TN) = &d ky etk (@—z1) | o—ikN(z-aN) 5. (k En) (2.3.25)
i1 IN y L1 N (277)4 (27T)4 1. i\l oo s KN ) e

La contribucién de cada vértice de interaccion vendra dada por

Ik, kn) =i > > > Y (D) eay, iy (k. k) (2.3.26)

P(1,m—1) P(m,n—1) P(p,q—1) P(¢q,N)

donde las sumas se realizan sobre todas las permutaciones de los indices correspondientes, y el signo
depende de la paridad de las permutaciones sobre los fermiones.

Ademés, si el diagrama tiene loops, en cada vértice tenemos que anadir la delta de Dirac de conserva-
cion de momentos. Finalmente, se debe integrar sobre los momentos internos. Para completar las reglas
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de Feynman, tenemos que anadir factores debidos a los fermiones y antifermiones externos,

= u(p) ) = ﬂ(p) ’ (2327)

= @(p) ’ = U(p) ) (2'3'28)

donde los propagadores indicados con momento negativo se refieren a antiparticulas.
Veremos mas claramente estos conceptos mediante un simple ejercicio.

Ejercicio 2.3.1 (Teoria \¢* escalar) Haya las reglas de Feynman para la teoria \¢* escalar, donde el
lagrangiano de interaccion es
A4

E[:E

(2.3.29)

Solucién Lo primero que necesitamos es escribir el término de interaccion de la forma (2.3.24),

Lr= f% /ﬁ dz; 8 (@ — 23) ¢(:) (2.3.30)
i=1
con lo cual
\ A
a(x;21,...,TN) :—IH54($—.’L‘1‘) , (2.3.31)
i=1
i la transformada de Fourier es
&= —% . (2.3.32)

En este caso, tenemos 4 patas externas, todas ellas escalares. Por lo tanto, tenemos un total de 4! par-
mutaciones, con lo que tenemos
I(ky, - kn) = —iX . (2.3.33)

Ejercicio 2.3.2 (Grupo SU(2)) Obtener las reglas de Feynman para el grupo SU(2). Los resultados
pueden contrastarse con [8].

2.4. Helicidad y quiralidad
2.4.1. Helicidad

En lineas generales, se puede decir que la helicidad es la generalizacién relativista del concepto de spin.
En concreto, es la proyeccién sobre el momento del spin. En esta seccién, vamos a estudiar la helicidad
de los fermiones de spin s = 1/2.

La ecuacién de Dirac libre contiene soluciones de energia positiva y negativa,

Yy (z) = ulp)e P ", donde (f —m)u(p) =0, E>0, (2.4.1)
V_(z) = v(p)e? * donde (pf +m)v(p) =0, E<0, (2.4.2)
donde E = p°. Nos interesaria encontrar un nuevo operador que rompa la degeneracién, es decir, cuyo

valor propio pueda utilizarse como numero cuantico que nos informe del spin. Una posibilidad seria el
operador 75, que se define como

Y5 = ©Y0V1Y273 - (2.4.3)

Sin embargo, esta no seria una buena elecciéon ya que [vs, ;55] # 0, y deberiamos reconstruir nuestro
conjunto completo de observables compatibles. Asi, pues nos podemos plantear buscar un nuevo operador

759[1 = y5y,w" tal que
s, #] =0 (2.4.4)
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Desarrollando la condicion (2.4.4), obtenemos

[759/) , 14 = whp” [75% %}
= whp” (75%% - %75%) (2.4.5)
= w“p”vs{m %} ,

donde en el ultimo paso hemos tenido en cuenta que 75 anticonmuta con todos los ~, (dado que estamos
en una teoria con dimensionalidad par). Como las matrices de Dirac satisfacen el algebra de Clifford,
ec. (2.2.2), tenemos

sib o 4] =225 (w-p) - (2.4.6)
Por lo tanto, la condicién (2.4.4) se traduce en
w-p=0, (2.4.7)

es decir, w ha de ser perpendicular al cuadrimomento. Fijaremos la normalizacion de forma que w sea de
tipo espacio, con w? = —1. Arbitrariamente, por conveniencia, afadimos un factor 1/2 al operador, con
lo cual tenemos,
1
5759& , donde w-p =0, w?=-1. (2.4.8)
Si nos situamos en el sistema centro de masas, donde la particula se encuentra en reposo (clasicamente),
el momento se expresa de la forma p* = (m,0,0,0). La condicién de ortogonalidad nos permite escribir
wHt = (0,k) = (0,0,0,1). En estas condiciones, la ecuaciéon de Dirac para la parte de particulas, u(p), se
resuelve de forma trivial,

(ﬁ—m)u:O—wn('yof]l)u:Qm <8 _Oﬂ)u(), (2.4.9)

y por lo tanto, tenemos dos tipos de soluciones,

Uy = Uy = (2410)

SO O
o O = O

Para obtener las dos soluciones de tipo antiparticula, v(p), el procedimiento es analogo, pero con el signo
relativo contrario en la ecuacion (2.4.9), con lo que los dos tipos de soluciones son

(2.4.11)

V1 =

o= O O

La interpretacion del operador de helicidad como una generalizaciéon del spin para particulas relati-
vistas, se fundamenta en el hecho de que, en el sistema centro de masas, éste se reduce al operador de
spin en la direccion de k = (0,0, 1),

1 1 3/2 0
S = =517 = (U 0/ _03/2) : (2.4.12)

Vemos que las soluciones tipo u; y vs son autovectores del operador de helicidad con valor propio positivo,
+1/2. Diremos, por tanto, que u; y vo tienen helicidad positiva. Analogamente, us y v; tienen helicidad
negativa.
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2.4.2. Quiralidad

La quiralidad representa la generalizacion de la helicidad para particulas sin masas (o ultra-relativistas,
para las que se puede menospreciar la masa en frente de la energia). Consideramos de nuevo el operador
de helicidad con w* = (0,k) y k? = 1. El procedimiento que utilizaremos para estudiar los operadores
quirales consiste en realizar una transformacion de Lorentz, o «boosts, a un sistema de referencia donde
la particula se encuentre en movimiento con un momento p. Por lo tanto, dado que venimos del sistema
centro de masas, la velocidad del «boosty, v, es paralela a p. Ademas, elegimos k de forma que sea
también paralelo a p y v. Segin la teoria especial de la relatividad de Einstein, se tienen las siguientes
igualdades [4, 5],

__Pp -z 2.4.13
v R T=_ ( )

—1/2

donde v es el factor de contracciéon de Lorentz; v = (1 — (v/c)z) . Asi, pues, con este «boosty las

transformaciones de p* y w* son de la forma

SN E
wt =(0,k) — 7(0—v~k,k—v'0):<|:l|,mf)>,

p* =(m,0) — y(m-v-0,0-mv)=(E,p).

(2.4.14)

En el limite de muy altas energias, E > m, tenemos p? = m? ~ 0, o lo que es lo mismo E ~ |p|. En esta
aproximacién, el operador de helicidad es

p| E,
7795—77 o — —p-F
m m

(2.4.15)
1575(’70 - f’"?)
2m ’
Tomemos un estado, u(p), propio de helicidad, con valor propio positivo,
1 1
31 ulp) = +5u() . (2.4.16)
En la aproximacion de altas energias, ec. (2.4.15), esta ultima relacion se simplifica de la forma
1FE 1
**’75 (7 -p- ’)’) (p) = iu(p) . (2.4.17)
Por otra parte, u(p) satisface la ecuacion de Dirac, ( - m)u(p) = 0, que ahora nos conviene reescribir
de la forma 5
0 o~ = m
=1’ - p~‘7) u(p) = —u(p) , (2.4.18)
<p p|

donde lo que se ha hecho es pasar el término de masas al segundo miembro de la ecuacién, y dividir por
el médulo del trimomento. En la aproximacion de altas energias, esta tltima ecuacién se convierte en

m

(4" =) ulp) = Zulp) - (2.4.19)
Juntando las ecuaciones (2.4.17) y (2.4.19), obtenemos,
1F 0 A = 1E m 1
e —p- = s - 2.4.2
577" =P F)ulp) = 5 —asulp) = Sulp) (2.4.20)
es decir,
1 1
57571(]0) = 5“(]0) . (2.4.21)

Por lo tanto, en altas energias el operador de quiralidad, %’ys, provee un buen nimero cuéntico, que de
hecho coincide con la helicidad. Este tratamiento siempre es exactamente valido para las particulas sin
masa.

De hecho, ahora podemos escoger una nueva base, propia del operador de quiralidad,

1—’Y5u " :1+75u
2 9 R 2 9

up, = (2.4.22)
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donde (1 £ +5)/2 son los proyectores quirales de derecha, «+», e izquierda, «—». Los valores propios son
+1/2, respectivamente; a saber,

1 1
uyr, , 5’75’[1,3 = +§UR . (2.4.23)
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2.4. Helicidad y quiralidad



Capitulo 3

Interaccidon nuclear fuerte.
Cromodinamica cuantica

La cromodindmica cuéantica es la teoria actualmente aceptada sobre la interaccién nuclear fuerte,
que es responsable de que los quarks se agrupen para formar los hadrones y los mesones, unos de los
componentes mas importantes del universo. En este capitulo aplicaremos las técnicas de las teorias de
gauge estudiadas en el capitulo anterior al caso de QCD.

En primer lugar, estudiaremos el fenémeno de la libertad asintética, por el cual la constante de
acoplamiento de QCD disminuye a altas energias. Posteriormente, daremos un repaso al sector de quarks
ligeros, lo cual nos llevara a considerar la aparicién de nuevas simetrias apoximadas. Dichas simetrias,
en la realidad, aparecen rotas, por lo que a continuacioén estudiaremos el teorema de Goldstone, que nos
asegura que dicha rotura conlleva la aparicién de nuevas particulas sin masa en la teoria: los bosones de
Goldstone.

El siguiente paso que daremos es estudiar con todo detalle las propiedades del grupo de simetria de
QCD, SU(3). En primer lugar, veremos las tres formas mas interesantes de descomponerlo en subgrupos,
inspiradas por la simetria quiral que existe en la teoria si no se considera la masa de los quarks ligeros.
Seguidamente, realizaremos una caracterizacion sistemética de las diferentes representaciones del grupo,
desarrollando el método de las tablas de Young para representarlas, y calcular de forma simple la des-
composicién en representaciones irreducibles del producto directo de dos de ellas. Para acabar el capitulo,
clasificaremos los diferentes mesones y bariones utilizando las técnicas desarrolladas en la seccién anterior.

3.1. Libertad asintotica

Tal y como vimos en la seccion 2.3.2, el lagrangiano de QCD es
. 1 rva a
Lapp =1, (z:;b - mi)qi Lt (3.1.1)
donde la derivada covariante venia definida segtn

. T .
D,=0, +29(A)\/§Au .
En esta ecuacion, g(A) es la constante de acoplamiento, que tal i como sabemos por los cursos de teoria
cuéntica de campos depende de la escala a la que se renormalize la teoria, que viene dada precisamente por
la escala de renormalizacion, A, que se puede incluir como limite de integracion —en inglés, «cut-offy—,
o mediante la regularizaron dimensional.

Para estudiar la libertad asintotica de QCD, consideraremos la colision

(3.1.2)

qq¢ — qq -
A bajas energias, tan solo contribuye el canal ¢ que, a nivel arbol, se puede describir mediante el dia-

grama de la figura 3.1, donde las etiquetas de las lineas fermionicas indican momento, helicidad y color,
respectivamente. En el sistema centro de masas tenemos, por definiciéon, el momento total —tanto inicial
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QIaTlvk

. (0%
P1,01,1

g2, 72,0

B

Pp2,02,)]

Figura 3.1: Proceso de colisién gGg — ¢g, en el canal ¢.

como final— es nulo, p; + p2 = q1 + q2 = 0. Segun las reglas de Feynman que vimos en el capitulo
anterior, la contribucién de este diagrama, i M, es la siguiente
. _ . .GuA . _
iM = T(pa, 027 02, 72) ig(W) (T7) (=2 ) (T7) ig(W)alar.mr u(pro) . (3.13)
J 7
donde T* = \° / V2, siendo A\® las matrices de Gell-Mann. Consideraremos el limite no relativista, |p| <
m. Ademés, también consideraremos que los estados inicial y final son un singlete de color, ya que es la
unica forma de preservar la simetria SU.(3). Con lo cual, podemos contraer los indices de color iniciales
y finales entre si,
0ij . Ok
iM —_—,
m color m
donde N, es el numero de colores (actualmente, creemos con gran certeza que N. = 3), y se introduce en
esta iltima ecuacién por conveniencia. El resultado que se obtiene para la parte de color es

(3.1.4)

1
FtrT“T“ =:Cy . (3.1.5)

Segun las propiedades de los grupos SU(N,), se puede demostrar que

N2 -1
Cr=—n—-

(3.1.6)

Segun la conservacion del momento en cada vértice, tenemos que k = p; — ¢1. En el limite de bajas
energias, tenemos

2

p) =vm2+p2am+ P (3.1.7)

2m
2
q(l):\/m2+q2zm+2q—m ) (3.1.8)
de donde obtenemos
2 0 _ 02 _ 2 p? o K2 (3.1.9)
k‘ frng — — ~ _— — — e
(p"—q") 5 " o ,

por lo que tenemos (k°)? < k2, ya que k° va dividido por la masa. Con lo cual, podemos aproximar el
propagador del foton de la forma
1 1
2T e
Por otro lado, tenemos que la parte de spin, en esta aproximacioén, tan sélo contribuye cuando p =
A =0, y su valor es

(3.1.10)

B(p2, 02)7 v(qa, 72) W(q1, 71)v0 w(p1,01) = [Qm(—l)égﬂz] . [dealﬁ] ) (3.1.11)

Ya tenemos todos los elementos necesarios para dar el valor final del elemento de matriz, a nivel arbol,

iM = 4w(2m)2cf% , (3.1.12)
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Figura 3.2: Diagramas a un loop para el proceso qg — qq.

donde a = g*(A) /4 es la generalizacién de la constante de estructura fina. Vemos que obtenemos una
ley proporcional a la inversa del cuadrado del momento, lo que en espacio de posiciones es equivalente a
la ley de Coulomb.

El calculo a un loop se puede realizar siguiendo pasos similares. En la figura 3.2 se muestran los dos
diagramas que contribuyen a primer orden, si el calculo se hace en el gauge de Coulomb'. La contribucién
conjunta de estos dos diagramas, y el de nivel arbol, es

iM = 47r(2m)20f% {1 — %‘r 1n|/1§|} : (3.1.13)

donde By = %CA - %Tpnf, Cy = N, =3, Tp = % y ny es el numero de fermiones ligeros, que
normalmente tomaremos ny = 3 («up, down y strange»), por lo que Gy = 9.
La ecuacion de Kdallan-Symanzik (KS) nos da la renormalizacion de o,

Aaa = 0G(a) , (3.1.14)
donde
Bla) = _Bo 2 +o(a)? . (3.1.15)
Cor

La ecuacién de KS proviene de exigir que el elemento de matriz sea invariante al cambiar la escala de
renormalizacion,

d
A—iM=0. 1.1
M =0 (3.1.16)
La ecuacion de KS, ec. (3.1.14), se puede resolver imponiendo unas ciertas condiciones iniciales a(A'),
a(A)

1+@ (A’)In

a(A) = (3.1.17)

A/

Dado que a depende de la constante de acoplamiento tan sélo, esta tltima ecuacién nos da la evolucién del
acoplamiento al variar la escala de renormalizacién. Dado que la escala de renormalizacion tiene unidades
de energia, se puede considerar que es del orden de A ~ k2. La evolucién de la constante de acoplamiento
de QCD se muestra en la figura 3.3.

Como vemos en la figura 3.3, la constante de acoplamiento disminuye a altas energias, por lo que
en estas escalas la interaccion nuclear fuerte disminuye de intensidad. Este fenomeno se conoce con el
nombre de libertad asintdtica.

Ejercicio 3.1.1 Para hacernos una idea de los ordenes de magnitud involucrados, realizaremos el si-
guiente ejercicio numérico. Supongamos que a la escala de la masa de la particula Z la constante de
acoplamiento es a(A = Myz) = 0,118. sA que escala, A', tendremos a(A') = 1/2.

1En el gauge de Feynman es necesario calcular otros diagramas, que incluyen loops de fantasmas.
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2.5

0.5

A(GeV)

Figura 3.3: Evolucion de la constante de acoplamiento, en funcion de la escala de renormalizacion, en el
caso de QCD.

Solucién  Tomaremos 3 =9. Lo que debemos hacer es aislar A’ de la ecuacion (3.1.17),

A'—Aexp{a(izr)ﬁo (%1)} . (3.1.18)

En el primer capitulo vimos que A = M, = 91GeV. Substituyendo los valores numéricos, obtenemos

2 0,5
A =91GeV — "~ 1] =0,991GeV 3.1.19
¢ eXp{ 0,59 (0,118 )} TIEER (8-1.19)

es decir, a =~ 1GeV.

Por ultimo, tenemos algunos objetos que son invariantes bajo el grupo de renormalizacién. En el orden
mas bajo,
d
A—Ay, =0 3.1.20
dA Mg ) ( )
donde .
Ay = Ae Porms@ (3.1.21)

Hay una escala, Apg(~ 400MeV por debajo de la cual la teoria de perturbaciones no es util, ya que
entramos en el régimen de acoplamiento muy fuerte. Esta es la escala que nos permite comparar las
masas de los quarks para decir si son pequenas o grandes. Esta comparacién nos permite clasificar los
seis quarks en dos grupos: los quarks ligeros, «up, down y strange», todos ellos con una masa menor que
Anr,; y los quarks pesados: «charm, top y bottomy.

Por otra parte, el hecho de que la constante de acoplamiento decrezca fuertemente en bajas energias,
como se ve en la figura 3.3, tiene una consecuencia importante en nuestro mundo: los quarks no se pueden
obtener como estados asintoticos, es decir, no se pueden observar aislados, tan sélo los podemos encontrar
integrando algun tipo de hadrén. Una forma de ver esto es considerar que, cuando se intentan separar dos
quarks, y dado que el acoplamiento entre ellos es tan fuerte, se gasta tanta energia que se pueden crear
dos nuevos quarks, que quedan emparejados con los dos antiguos. De esta forma, siempre observaremos
mesones y bariones, pero nunca estados libres de quarks asintéticos.

3.2. Sector de los tres quarks ligeros

Tal i como vimos en la seccién 2.3.2, el lagrangiano de QCD se puede escribir de la forma

£L=>Y7 (Zlb - mi)Qi - iF””aFWa . (3.2.1)
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La escala tipica de confinamiento es Ay, =~ 400MeV, que es mucho mayor que la masa de los tres quarks
més ligeros. Por tanto, a bajas energias, tan sélo nos es necesario tener en cuenta estos tres quarks, y
ademés, podemos menospreciar su masa. Con estas aproximaciones, el lagrangiano se escribe de la forma

L= giBq- iFW“FW“ . (3.2.2)

u,d,s

En esta aproximaciéon, aparece una nueva simetria global, que se corresponde al intercambio de los tres
quarks. Para estudiar méas a fondo esta simetria, nos conviene separar las funciones de onda de los quarks
en sus partes quirales, ec. (2.4.22),

7iP g =q,iP a1 + iV qr , (3.2.3)
donde
_ 1+’Y5 1—’}/5 71—’}/5
qr = q;wo = QTT’YO =q"0 5 i (3.2.4)
_ 1—75 I+ 1+
%Zﬂ%Zf' 7 = q"0 =q ; (3.2.5)
2 2 2
y, por lo tanto,
_ . 145 -7  _Ll—7s5. 1475
GLiP qr +ApiP ar = T—5— ' Du—5—q+T—5— V' Du—5—q
_ I—wl—y 1+v1+9 (3.2.6)
— 54HD 2.

=qPq,

donde, en el dltimo paso, hemos utilizado 42 = 1. Por lo tanto, vemos que el lagrangiano, de forma
independiente, tiene simetrias en el intercambio de las partes derecha y izquierda. Dado que consideramos
tan solo los tres quarks ligeros que cumplan, esta simetria obedecera el grupo no abeliano SU(3). Es decir,
tenemos las simetrias SUg(3) (parte derecha) y SUL(3) (parte izquierda).

Debemos observar que para poder separar la simetria en sus partes quirales, ha sido de gran impor-
tancia poder despreciar el término de masas, ya que éste no posee dicha simetria, ya que

499 = qrqr + qRY4L - (3.2.7)

Esta relacion se se demuestra haciendo un célculo del mismo estilo del que hemos utilizado anteriormente
para el término cinético,

I+v 1+ 1—%1—75)

QLQR+QRQL:(J< 2 B 5 B

(3.2.8)
=4

En el caso de que no podamos realizar la aproximacién sin masa, la simetria quiral se rompera. En algunas
ocasiones, no podemos despreciar la masa de los quarks ligeros, pero si podemos hacer la aproximaciéon
de que son iguales, m = m, = my = mg, y en este caso tenemos tan sélo la simetria de intercambiar los
quarks entre si (ambas partes), por lo que el grupo de transformacion sera SUp 4 r(3).

Debe notarse que estas simetrias, pese a venir descritas por el mismo grupo, SU(3), son esencialmente
diferentes a la simetria de color que nos llevé en el capitulo anterior a escribir el lagrangiano de QCD.
Estas nuevas simetrias actiian sobre el espacio de sabor, mientras que la anterior actiia sobre el espacio
de color, y para distinguirla acostumbramos a escribir SU.(3).

De momento nos centraremos en la aproximacién de quarks sin masa, cuya simetria de sabor es, como
ya hemos recalcado, SUL(3) ® SUg(3). Consideramos las siguientes transformaciones infinitesimales,
independientes para las partes derecha e izquierda,

Y A
0, = ZE%%lbL — app LTy,

. e e A% (329)
OYr = iR YL — YL e Yp
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donde A® son las matrices de Gell-Mann, que ahora acttian sobre el espacio de sabor. Los factores € y
€% son los pardmetros de la simetria, y se pueden combinar para formar la componente vectorial, €%, y
axial, g,

1 1
et = (et +eh) . et =5(ct—e%) - (3.2.10)
Teniendo en cuenta que

14

(4 5 ¥ YL 5 ¥ (3.2.11)
la variacion total de ¥ = v, + i se puede escribir de la forma
5 =i(e” — sg)ﬁw;g +i(e* + sg)ﬁm : (3.2.12)
V2 V2
o bien,
51 = i(s“ — 7563) ;10 e <Ea_wg) %w . (3.2.13)

Por tanto, tenemos una nueva simetria del lagrangiano, SU(3)y ® SU(3) 4. No obstante, esta simetria no
es equivalente a SU(3), ® SU(3) g, ya que en esta tltima los generadores de las partes derecha e izquierda
no se mezclan,

[L, L} x L [R, R} xR, [L, R} —0, (3.2.14)
mientras que los de la simetria axial-vectorial si,
[V, V} <V, [A, A} £A. (3.2.15)

Como ya hemos dicho, en el caso de que consideraramos las masas de los quarks ligeros iguales, pero
no nula, tan sélo tendriamos la simetria vectorial, SU(3),, cuya la transformacién infinitesimal serd de

la forma "

1 A
o = iz (e‘i +5g) S (3.2.16)

3.3. Realizacion de la simetria

En general, cuando tenemos un lagrangiano con una determinada simetria, generada por un operador
Q, existe la posibilidad de que el estado fundamental, el vacio |0), respete la simetria o no.

Realizacion de Wigner-Weyl El vaci6 respeta la simetria,
Ql0)y=0. (3.3.1)
El ejemplo paradigmatico de potencial que respeta la simetria se muestra en la figura 3.4(a).

Realizacion de Nambi-Goldstone El vacio de la teoria no respeta la simetria del lagrangiano,

Qo) #0. (3.3.2)

En la figura 3.4(b) se muestra el ejemplo tipico de potencial que rompe la simetria mediante la
realizacién de Nambu-Goldstone.

El caso mas interesante fisicamente es la realizaciéon de Nambu-Goldstone, ya que entonces el teorema
de Goldstone nos asegura que aparecen unas nuevas particulas, sin masa ni spin, llamadas bosones de
Goldstone.

Teorema 3.3.1 (de Goldstone) Dada una simetria que se realiza fisicamente por la realizacion de
Nambi-Goldstone, cuya carga de Noether, (), no depende del tiempo. Entonces, aparecen bosones de
Goldstone, sin masa.
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> >
N
/' ‘\\\
ETh o
(a) El estado fundamental de este potencial, que se (b) Este potencial tiene dos minimos absolutos, a los
sitiia justo en el minimo absoluto, tiene la misma si- rededores de los cuales no existe la misma simetria de
metria de paridad que el potencial en su conjgunto. paridad que posee el potencial en su conjunto.

Figura 3.4: Posibles modos de realizar una simetria en el vacio (estado fundamental).

Demostracion Sea Q) el generador (carga conservada) de una simetria realizada segin Nambi-Goldstone,
Q10) # 0, y un operador A, ambos independientes del tiempo, Q = A =0. Y sea da el valor esperado del
conmutador de ambos,

sa = (0][Q, A]|0) . (3.3.3)

Entonces, se cumple
Sa =3 [ ((0lia(w)ln} (n]A]0) = (0] 4]) (nlio(@)]0)) - (334
donde j,(x) es la corriente conservada de Noether asociada a la simetria generada por @,
Q= [dzjo(z) . (3.3.5)

Los elementos de matriz de jo(x) se pueden calcular de acuerdo con

(Olioe)lal) = (e o0 )

. 3.3.6
= (0]o(0) [n) &P | (3.3.6)

con lo cual, podemos escribir da de la forma

a =3 [ (015a(0)n) (n]Al0) 7% — (0]]n) (nlja(0)]0) )
. , , (3.3.7)
=>_ ({015o(0)[n) n| A]0) €™ — (0] AJn) {n|jo(0)|0) e"**) 5(p) -

La delta de p nos fuerza que el momento sea nulo, es decir, nos lleva al sistema centro de masas, por lo
que E,, = m,,. Por otra parte, debido a que tanto A como @Q son independientes del tiempo, por hipdtesis,
su derivada respecto del tiempo debe ser nula,

d
Lsa=0
a’?

. 3.3.8
= (=) Y ma ({01 (0)[m) (m] AJ0) =" 4B 58

Por lo tanto, para cada estado tal que (n|jo(0)|0) # 0, necesariamente tenemos m,, = 0. Necesariamente
existe al menos uno de estos estados, ya que Q|0) # 0. Esto completa la demostracion del teorema.
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En nuestro caso, m — 0, tenemos la simetria axial. Vamos a comprobar que se realiza segin Namb-
Goldstone. La carga conservada,

Q% = /d%j%(m) : (3.3.9)

debe conmutar con el hamiltoniano, en este limite. Esto significa (ver, por ejemplo, [6]) que dado un
estado propio del hamiltoniano, |E) (y, por tanto, con energia definida), existe otro estado, también
propio del hamiltoniano y con la misma energia, que viene dado por Q% |E). Sin embargo, ambos estados
tienen diferente paridad, dado que

PQLUP = —Q% , (3.3.10)

donde P es el operador de paridad, y se ha tenido en cuenta que P~! = P. En la naturaleza, no observamos
estados de la misma energia (y por lo tanto, masa), pero con distinta paridad. Por lo tanto, esta simetria
debe romperse segun la realizaciéon de Nambu-Goldstone.

Debido a que la masa de los quarks no es realmente nula, la simetria SU(3);, ® SU(3)r se rompe
espontaneamente a SUL1r(3), o SU,(3). Dado que tenemos ocho generadores, aparecen ocho bosones de

Goldstone, que son los piones (+, 70 y 7~ ), los kaones (K+, K°, Ky K~) y la particula 7.

3.4. Grupo SU(3)

3.4.1. Subgrupos: hipercarga, isospin, V-spin y U-spin

El grupo SU,(3), también llamado SU,(3) (donde Y es la hipercarga), es una simetria del sector de
quarks ligeros del lagrangiano de QCD, si consideramos que estos tienen la misma masa. Consideramos
la siguiente base para nuestro espacio de Hilbert,

|u) =

o O

0
dy= (1], 1sy={o0] . (3.4.1)
1

Los estados correspondentes a los antiquarks, las antiparticulas asociadas a los quarks, se construyen
cambiando el signo de los estados de los quarks respectivos.

El grupo SU,(3) se puede descomponer en subgrupos de diferentes formas. A continuacién vamos a
presentar tres de ellas, en que la descomposicién se puede entender como considerar las masas de dos de
los quarks iguales, mas un factor de U(1) extra®.

En la primera descomposicién, llamada isospin, consideramos iguales las masas de los quarks «upy y
«downy, lo que equivale a suponer el subgrupo SU;(2) ® Uy (1) C SU,(3). Los operadores de isospin, I3,
y hipercarga, Y, y carga electromagnética, @); se definen a partir de las matrices de Gell-Mann,

1 1 1 0 O
0 0 O
1 0 0
2 1
=" X=-|01 0], (3.4.3)
2v3 7 30 0 —2
1
Q=1I3+3Y. (3.4.4)

En algunas ocasiones, la ecuacion (3.4.4) se toma como definicién de hipercarga, a partir de la carga
eléctrica y el isospin. Los niimeros cuanticos de los quarks ligeros se muestran en la siguiente tabla.

| I Y Q
w| 12 1/3 2/3
d|-1/2 1/3 -1/3
s| 0 —2/3 -1/3

(3.4.5)

Las posiciones de los quarks (i antiquarks) en el plano I3—Y se muestran en la figura 3.5. Como podemos

2Este es el motivo por el cual consideramos tres formas de separar el grupo SU(3), ya que con tres quarks podemos
formar tres parejas diferentes.
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B

|d) |u)

g

Figura 3.5: Posicién de los quarks (i antiquarks) en el plano I3-Y.

ver, los antiquarks se sitiian en los vértices de un tridngulo diametralmente opuesto al de los quarks. La
simetria de isospin es la mas aproximada de todas las que vamos a tratar aqui, dado que, realmente, la
masa de los quarks u y d son muy parecidas.

La segunda de las opciones considerar las masas de los quarks «up» y «strange» iguales, es decir,
considerar el grupo SU,(2) ® Uy_q(1) C SU,(3). Esta elecciéon define el V-spin, cuyas tres componentes
son

V=T, Vo=T°, Vs = %Tg + ?Tg , (3.4.6)
donde ahora usamos la normalizacion T = A% / 2. Esta aproximacioén no es tan exacta como la anterior
y, por lo tanto, no la consideraremos mas en el futuro.

La ultima posibilidad es considerar iguales las masas de los quarks «down» y «strange», lo que se

llama U-spin, y estd asociado al subgrupo SUy(2) ® Ug(1). Los generadores son

1 3
U, =T, U, =T, Us = —§T3 + ng . (347)

Como antes, esta simetria no es muy buena y, por lo tanto, no la consideraremos de nuevo en el futuro.

3.4.2. Representaciones de SU(3)

Caracterizacion de las representaciones

En el caso mas sencillo de SU(2), donde tan solo tenemos un operador que conmuta con todos los
generadores, operador de Casimir, que es J2, los estados pueden etiquetarse como |J,J,). En el caso de
SU(3), tenemos dos operadores de Casimir, y los estados se etiquetan tal que asi

l(p,q); 17, I5,Y) (3.4.8)

donde p y ¢ caracterizan la representacién (irreductible) que estamos usando, I y I, son los operado-
res de isospin, que corresponden al subgrupo SU;(2) y Y es la hipercarga. La dimensionalidad de la
representacion (p, q) viene dada por

Dpa) = S+ Da+Dp+a+1) (3.49)

En el cuadro 3.1 se enumeran algunas de las representaciones mas importantes, junto con algunas de sus
propiedades mas interesantes.
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(p,q) D(p,q) Nombre Observaciones
(0,0) — 1 1 (trivial o escalar)  Invariante bajo SU(3))
(1,0) — 3 3 (fundamental) Contiene los quarks (u, d y s)
(0,1) — 3 3 (antifundamental) Contiene los antiquarks (@, d y 3)
(2,00 — 6 6
0,2) — 6 6
(1,1) — 8 8 (adjunta) Es real
(3,00 — 10 10
0,3) — 10 10
2,1 — 15 15
1,2) — 15 15

Cuadro 3.1: Representaciones més importantes del grupo SU(3).

L

(a) Estados de la representa-
cion fundamental, 3.

(b) Estados de la representa-

cion adjunta, 8.

L

s

(¢) Estados de la representa-
cion 10.

Figura 3.6: Estados de las principales representaciones del grupo SU(3).

Teorema de Okubo

Ahora, dada una de las representaciones anteriores, deseamos saber su contendido, es decir, el isospin,
hipercarga, etc. de las particulas que contiene. Para ello, nos serd de interés el siguiente teorema.

Teorema 3.4.1 (de Okubo) Dada una representacion (p, q), existen dos nimeros reales \,v € Z, tales
que

ptqg=A>q=>p>0, (3.4.10)
1, ademds,
1
I:i(x—ﬂ)7 (3.4.11)
1
Y:A+u—§@p+@). (3.4.12)

Contenido de las principales representaciones

A continuacion, aplicaremos el teorema de Okubo a las representaciones méas importantes fisicamente
del grupo SU(3), con el objetivo de caracterizar completamente su contenido.

En primer lugar, consideramos la representacion (3) = (1,0). Segtn el teorema de Okubo, se debe
cumplir

1>A>0>u>0, (3.4.13)
con lo cual, obligatoriamente p = 0. Para A tenemos dos posibilidades,
A=1 — T=1L1  Y=1 (doblete de isospin)
2 3.0
A0 — T—0, y—-% (3.4.14)

)
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es decir,
2 11

5=(0,-3)e(53)- 3.4.15

@=(0.-3)e (5 3 (3.4.15)
La representaciéon con I = % tiene dos estados, correspondientes a Iz = +% y —%, con lo cual tenemos
un total de tres estados, como esperdbamos. Estos tres estados se muestran, en el plano Y-I3 en la
figura 3.6(a).

El segundo ejemplo que consideraremos es la representacion adjunta, (8) = (1,1). Segtn el teorema

de Okubo, se debe cumplir

2>A>1>p>0, (3.4.16)
con lo cual tenemos cuatro posibilidades,
A=2, p=1 — T:%, Y=1,
A=2, pu=0 — =1, Y=0,
A=1, p=1 — T=0, Y=0, (3.417)
A=1, p=0 — T=3%, Y=-1.

Por lo tanto, la representacion adjunta se puede descomponer en la suma directa de cuatro representa-

ciones de isospin-hipercarga,
(8) = (1, 0) @ (% 1) @ (% —1) @ (0, 0) . (3.4.18)

En las representaciones del tipo I = 1 tenemos un total de tres estados, correspondientes a I3 = +1, 0
y —1. De la misma forma, en las representaciones del tipo I = %, tenemos dos estados, al igual que antes.
De esta manera, tenemos un total de ocho estados, que se muestran en el plano Y—I3 en la figura 3.6(b).
Debe notarse que en el origen tenemos dos estados diferentes, uno perteneciente al triplete de isospin de
(1,0), y otro del singlete de isospin, (0,0). En el dibujo se muestran separados por claridad.
Consideraremos, por tltimo, la representacion (10) = (3,0). Segun el teorema de Okubo, tenemos,

3>2A>20>2upu>0, (3.4.19)
con lo cual tenemos p = 0, y cuatro valores posibles para A,

A=0, p=0 — T=0, Y=-2,

A=1, p=0 — T=3, Y=-1,
A=2, p=0 — T=1, Y=0, (3.4.20)
A=3, u=0 — T:%, Y =

Y, por lo tanto, la descomposicién de esta representaciéon es

(10) = (% 1) ® (1, 0) ® (% —1) ® (0, —2) . (3.4.21)

Los 10 estados se muestran en la figura 3.6(c).

3.4.3. Producto tensorial de representaciones. Tablas de Young
Tablas de Young en SU(2)

Las tablas de Young proporcionan una receta tutil para conocer como se puede descomponer un
producto de representaciones dado en suma directa de otras representaciones. Se pueden aplicar a todos
los grupos SU(N). Para comenzar a familiarizarnos con su utilizaciéon, los aplicaremos a el caso mas
sencillo: el grupo SU(2).

En el caso de SU(2), el producto de dos representaciones J; y Jo cumple [6]

Ji+J2
hel= Y J, (3.4.22)
J=|J1—J2|
asi, a modo de ejemplo, tenemos
1 1 1 1 3
—®=-= 1 —Rl==@- 1®1= 142 4.2
2®2 0@1, 2® 2@2, ® 0®1®2, (3.4.23)
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La base del espacio de Hilbert esta formada por dos estados: |1) y |]). En el formalismo de las tablas
de Young, los representamos de la siguiente guisa,

1 =[1], 1) =[2]- (3.4.24)

En los sistemas donde hay mas de un fermion, anadiremos una tabla por cada particula. Tenemos dos
posibilidades:

Tabla simétrica Los dos electrones se han situado en un estado con spin s = 1. Lo representamos
poniendo las dos tablas en horizontal,

L (s=1). (3.4.25)

Tabla antisimétrica Los electrones se sitian en un estado sin spin, s = 1. Lo representamos mediante

dos tablas en vertical,
E| , (s=1). (3.4.26)

Dado las simetrias de las tablas, tenemos las siguientes relaciones,

1 2
= , = . (3.4.27)

Ademés, en las tablas verticales no se puede repetir ninguna cifra, dado que son antisimétricas. Para
evitar ambigiiedades, introducimos las siguientes reglas.

la regla Requerimos que el namero (etiqueta) no disminuya de izquierda a derecha.
2a regla Requerimos que el niamero (etiqueta) se incremente de arriba a abajo.
3a regla En el grupo SU(N), tan s6lo podemos tener hasta N cajas verticalmente.

A modo de ejemplo, consideramos un sistema de tres electrones. Tenemos un total de seis posibilidades;
cuatro de ellas corresponden a estados totalmente simétricos y con spin 3/2,

a[afa], [afafz], [af2l2].  [2]2]2] (3.4.28)

y dos de ellos a estados con simetria mixta y spin 1/2,

11] 1]2]
2| 2|

(3.4.29)

Asi, pues, los ejemplos de la ecuacion (3.4.23) se pueden representar de la forma

D‘X’D_H@ma (3.4.30)
e[ T)=[T Tl - (3.431)

(Tl T-Hel[T1e[ T} 3432

En este caso, la tabla vertical representa el estado singlete, que es invariante bajo las transformaciones
del grupo SU(2) y, por lo tanto, factoriza. En consecuencia, no necesitamos incluirlo en nuestras tablas
de Young,

|_ . (3.4.33)
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Tablas de Young en SU(3)

Las técnicas descritas en la subseccién anterior se pueden generalizar, sin mayor problema, al grupo
SU(3). Mediante las técnicas de las tablas de Young podemos averiguar en que representaciones irreduc-
tibles se pueden descomponer el producto directo de dos representaciones. El cambio de base explicito, al
igual que en el caso de SU(2), contiene los coeficientes de Clebsh-Gordan [9]. En este caso, las etiquetas
de las cajas pueden tomar tres valores,

; v : (3.4.34)

que representan los tres quarks ligeros que estamos considerando. Por lo tanto, podemos simbolizar la
representacién fundamental, 3, mediante una caja, |:|
En este caso, tendremos tres tipos de tablas antisimétricas formadas por dos cajas,

4.
, ’ ’ (3 35)

que simbolizan los antiquarks correspondientes. Por lo tanto, E| simboliza la representacién antifunda-

mental, 3. Naturalmente, tan sélo tenemos una posibilidad para formar una tabla totalmente antisimétrica,
de tres cajas,

=:e, (3.4.36)
que representa al estado singlete, que es invariante, y por lo tanto siempre extraido de nuestras tablas de

Young.
Pasemos ahora a las tablas simétricas. Tenemos seis tipos de tablas simétricas de dos cajas,

! ) ) ) : : (3.4.37)

y, por lo tanto, la tabla genérica[l:‘ simboliza la representacion 6 del SU(3). Para las tablas simétricas
de tres cajas tenemos un total de diez posibilidades, a saber

[tlafaf, [afefef, [2]e[3], [1]2]2]. [1]2]3].
[1{3]3], [2]2]2], [2]2]3]., [2[3]3], [3]3[3],

(3.4.38)

que conforman la representacion 10, que en el formalismo de las tablas de Young se simboliza mediante

En el caso de SU(3), también resulta de interés considerar las tablas con simetria mezclada,

1)1 1(1 1]2 112 1(3 113 212 213
! | ! | ! | ! | . | . ) 2 ) (3430
Estas ocho posibilidades, simbolizadas por |, nos conducen, pues, a la representacion adjunta.

La tabla de Young més general se forma mediante n factores de tres cajas en vertical (que, como
hemos dicho, pueden eliminarse), ¢ de dos y p de una, donde estos p y ¢ son los mismos que habiamos
introducido con anterioridad para caracterizar la representacion utilizada. Asi, pues, la tabla de Young
més general es de la forma

- q] , (3.4.40)

n q9 p ‘

La dimensionalidad de la representacién del grupo definida por esta tabla se puede calcular a partir
solamente de p y ¢, y su valor es el dado por la ecuacion (3.4.9),

Dp,a) = S+ Da+Dp+a+2) . (3.4.41)

En el cuadro 3.2 se muestran las tablas de Young que se utilizan para indicar las diferentes representa-
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Representacion | p ¢ | D(p,q) | Tabla de Young
1 0 1 .
3 0| 3 [ ]
3 1 3 E|
6 0 6 [ 1]
6 2 6
8 1 8 |
10 0 10 [T 1]
10 3] 10
15 1| 15 |
15 2| 15
24 1] 24 [ |
24 3| 24
27 2| 27 |
35 1| 35 [ |
35 4| 35

Cuadro 3.2: Tablas de Young y representaciones del grupo SU(3).

3.4. Grupo SU(3)
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ciones.

A continuacién vamos a dar las reglas que se deben seguir para poder hallar de forma sistematica la

descomposiciéon del producto tensorial de dos representaciones cuales quiera, a partir simplemente de su
simbolizacién mediante tablas de Young. Para hacerlo de forma mas visual y didactica, veremos de forma
detallada un ejemplo concreto, el producto de dos octetes,

8®8 — = ) (3.4.42)

Este ejemplo es de interés dado que representa el estado ligado de dos mesones o bariones (del octeto de
bariones). El procedimiento se realiza en cinco pasos.

1.

En una de las dos tablas de Young, generalmente la segunda, escribimos etiquetas a en todas las
cajas del primer piso (primera fila), y b en las del segundo. Dado que siempre eliminamos los factores
singlete, no es posible tener ninguna caja en la tercera fila de nuestras tablas de Young, con lo cual
no nos son necesarias mas etiquetas.

s E al (3.4.43)

Afadir a la primera tabla (o, en su defecto, a la tabla donde no se hayan colocado las etiquetas)
todos los cuadros marcados con a correspondientes a la otra tabla de todas las formas posibles
(dado que en horizontal las tablas son simétricas, podemos limitarnos a ponerlas siempre al final),
pero nunca de forma que hayan dos a en una misma columna (dada la antisimetria de las columnas,
y siempre al final de una columna).

Si la tabla tiene menos de tres filas, puede empezarse una nueva fila, siempre y cuando no se superen
la tres (y la nueva caja sea siempre la tltima de su columna correspondiente). Tras realizar este
procedimiento en el ejemplo que estamos considerando obtenemos las cuatro siguientes tablas,

(i) |a|a|, (i) = a', (iii)| | . )] Tal. (3.4.44)
I a a

En las tablas resultantes, anadir las tablas marcadas con una b de todas las formas posibles, siguiendo
los mismos criterios que en el punto anterior; es decir, siempre al final de una fila o columna,
procurando que no se repita la misma etiqueta en una misma columna, aunque no importa si se
repite en una misma, fila. De nuevo, se pueden abrir nuevas filas en las tablas, pero siempre hasta
un maximo total de tres filas. El resultado, en nuestro ejemplo, es

o [l a[a] el
) b ) | )
— b
(i) alb] a a =
a ’ a|b|’ ’
b
T | (3.4.45)
al|lb a
(iii) || , bl .
La] La]
b
(’L'U) a ’ a
L a|b

En los pasos anteriores hemos obenido demasiadas tablas, y algunas de ellas deben ser eliminadas.
Una receta sencilla para discriminar las que son correctas y las que no es la siguiente: se empiezan a
contar las etiquetas de derecha a izquierda, y de arriba a abajo. Si en algin momento, la cuenta de
etiquetas b es mayor que la cuenta de etiquetas a, el diagrama queda prohibido y se debe eliminar.
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En la practica, a menudo este paso se realiza a la vez que el anterior; directamente se omiten
aquellos diagramas que quedarian prohibidos por esta regla, en vez de dibujar todas las tablas
posibles a priori. En nuestro ejemplo, deben ser eliminados todos los primeros diagramas de cada
fila, con lo cual nos quedan los siguientes diagramas

A EEnnEann
b ) | b
b
a |
.. a
(“) alb ) La y
(3.4.46)
a |
(’LZZ) b ,
L@ |
(iv) a
al|b

5. Ya tenemos todas las tablas de Young que contribuyen a la descomposicién. El dltimo paso, para
acabar de simplificar la notacién, consiste en eliminar todos los factores singlete, es decir, todas
las columnas de tres cajas (si toda la tabla estd formada por factores singlete, toda la tabla se
representa por un simple punto, e). Este paso es un reflejo del hecho de que los factores de singlete
son invariantes bajo la accion del grupo SU(3) y, por tanto, no afectan en nada a la composicion
de la representacion. En el caso SU(N), el singlete vendria representado por una columna con N
cajas.

En nuestro ejemplo del producto de dos representaciones adjuntas, cuatro de las tablas contienen
un singlete; una de las cuales (la ultima, precisamente) estd compuesto tan solo por el producto de
dos singletes, por lo que podemos representar toda la tabla simplemente por el estado singlete. En
consecuencia, el resultado después de aplicar esta regla a las tablas que tenemos del punto anterior
es el siguiente

@0 [Talal.

g a a|
(i7) : ,
alb 2 ] (3.4.47)
[Ta]
(i41) o
(iv) o

Por lo tanto, tenemos

[ O o o P . ]

L | L | L L (3.4.48)
8 ® 8 =1® 8 & 8 & 0 o 10 @ 27,

Para afianzar este procedimiento, vamos a proceder a resolver unos cuantos ejercicios simples a modo
de ejemplo. Especial interés tiene el ejercicio 3.4.3, donde vemos que tipo de razonamientos fisicos se
pueden hacer en base a las descomposiciones en suma directa de represetnaciones irreducibles.

Ejercicio 3.4.1 Demuestra las siguientes descomposiciones,
(@) 3®8=3®6®15,

3.4.49
() 8210=8310027T®35 . ( )
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Solucién

(a) Para desarrollar este ejemplo, resulta mds sencillo poner las etiquetas en la primera tabla, ya
que de esta forma necesitaremos poner menor cantidad de etiquetas,

|®@ : (3.4.50)

En este caso, no tenemos minguna caja en el sequndo piso, por lo que tan sélo necesitamos aplicar la
primera regla, tras lo cual tenemos las tres siguientes tablas,

|
La] : : =[]. (3.4.51)
. |
— a

Comparando con la tabla 3.2, vemos que estas tres tablas representan justamente las representaciones 15,
6 y 3, que es justamente lo que se nos pide demostrar.

(b) El producto que debemos considerar es

s lalalal. (3.4.52)

Dado que la representacion 10 sélo tiene una fila, de nuevo nos vasta tan solo con repartir las tres cajas
a de forma que no queden en la misma fila. Al hacerlo, nos salen directamente las cajas necesarias segin
el enunciado.

Ejercicio 3.4.2 Calcular el producto directo de las representaciones 10 y 27. Debe hacerse etiquetando
las cajas de la representacion 27 para poner en prdctica todas las reglas dadas.

Solucién El primer paso es poner las etiquetas necesarias,

ala a|a|
LT Ior1 : (3.4.53)

Ahora, repartimos todos los factores a de todas las formas posibles,

) [ [ Telalala). (i) talelal
— (3.4.54)

(ii1) |“|“|, (iv) o]
ala alala

El siguiente paso consiste en anadir las dos b’s, de forma que no se contradiga la cuarta regla, es decir,
que nunce nos encontremos con un mayor numero de b’s que de a’s leyendo las etiquetas, tal como nos
dice la regla, de derecha a izquierda y de arriba a abajo,

, lalalalal
(i) T3 ,
lalalal
3 alalal
(44) AR , alb
| b
T olal [ala] (3.4.55)
(4id) AR alalb , ala ,
al a i b b
a al
(iv)|alalalb], alala
] bl b
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Retirando los factores singlete, el resultado es

10e2 = e[ TT e ® [ e L LT

— — (3.4.56)
. o ERfEEEEEEE]

Algunas de estas representaciones no aparecen en la tabla 3.2, pero teniendo en cuenta la forma general
de una tabla y la expresion de D(p,q) podemos saber su nombre. El resultado final es,

10®27T=8010010®27T® 35035064 ® 81 . (3.4.57)

Ejercicio 3.4.3 En este caso, consideraremos que hablamos de estados de color. Dado que el lagrangiano
tiene simetria de color, los unicos estados permitidos en la naturaleza son aquellos que son invariantes,
es decir, los singletes. Demuestra que no puede existir un estado ligado de un quark con un gluon.

Solucion Los quarks transforman en la representacion 3, y los gluones en la adjunta, 8. Por lo tan-
to, un estado ligado entre ambas particulas estaria en la representacion 3 ® 8, que como vimos en el
ejercicio 8.4.1(a), se descompone en

38=3®6d15. (3.4.58)

Como vemos, esta descomposicion no contiene ningin factor singlete. Es decir, no existe la posibilidad
de que un quark y un gluon, si forman un estado ligado, se encuentren en un estado invariante bajo la
simetria de color; lo que va en contra del principio de simetria gauge. Es decir, dicho estado ligado estd
prohibido.

3.5. Clasificacioén de los hadrones

3.5.1. Mesones

La clasificacién de los hadrones, que como ya dijimos en el primer capitulo, son las particulas formadas
por quarks, se hace a partir de las diferentes representaciones del grupo SUr(3) (de sabor, «flavoury en
inglés) a las que pertenece cada particula. Por ejemplo, los mesones se forman a partir de un quark, en
la representacion 3; y de un antiquark, en la representacién 3. Los estados ligados de estas particulas se
realizaran en alguna de las representaciones en que se puede descomponer su producto directo,

33=1®8, (3.5.1)

como se puede demostrar utilizando las técnicas descritas en la secciéon anterior. Es decir, tendremos
una particula escalar (bajo SUp(3)), y ocho mesones més agrupados en un octete. Dado que tenemos
ocho grados de libertad, nos sugiere la posibilidad de representar el octete mediante una matriz 3 x 3 sin
traza (dado que la condicién de no tener traza resta un grado de libertad). Dicha matriz se puede formar
mediante los vectores de quarks y antiquarks,

w=1d]| , p=m d 3). (3.5.2)

Podemos construir una matriz sin traza a partir de estos vectores tal que asi,

1 _
M=y — gngxgtr(w) . (3.5.3)
Realizando la multiplicacién matricial obtenemos
3 (2ut — dd — s5) ud B us
M= du 3(—uu + 2dd — s3) ds . (3.5.4)

su sd +(—uu — dd + 2s5
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Figura 3.7: Distribucion de los mesones en el plano Y —I3.

Si se compara la matriz anterior con el contenido de quarks de los mesones pseudo-escalares, con J? = 07,
(ver, por ejemplo [1])

T = 2(uu—dd), n = ——(uu + dd — 2s3) ,
7T+ = UE s n =du 5 (355)
Kt =us, K =su,
K():ds s FOZSE
podemos ver que
x4 + +
vt KO
M = T -4+ -L K ) (3.5.6)
V2 V6
K- K -2
V6

Los diferentes mesones cargaran con los diferentes valores de los ntimeros cuénticos de isospin y hipercarga
correspondientes a la representacion 8. En la figura 3.7(a) podemos ver su distribucion en el plano Y—TIs.
También tenemos un segundo octete de mesones, con un spin—paridad de J? = 17. Las particulas que lo
componen se muestran en la figura 3.7(b).

3.5.2. Bariones
Los bariones son hadrones construidos por tres quarks, por lo que se hayan en la representacion

3 ® 3 ® 3. Una estrategia para calcular la descomposiciéon de este producto consiste en calcular primero
el producto de solo dos representaciones,

33=3%6, (3.5.7)

y realizar la multiplicaciéon por el tercer 3 a todas las partes del resultado intermedio (propiedad distri-
butiva del producto directo),

33®3=10888®10 . (3.5.8)
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Por lo tanto, tendremos un octete y un decuplete de hadrones. El contenido en quarks del octete es

p=uud, n=udd, A =uds ,
Y =wus, Y =uds, L7 =dds, (3.5.9)
=t =dss, E°=uss.

La posicion de estas particulas en el plano hipercarga—isospin, es decir, sus nimeros cuénticos, pueden
observarse en la figura 3.8. También estas particulas pueden escribirse en disposicién matricial mediante
la matriz de bariones, que utilizaremos en los proximos capitulos, cuya forma es la siguiente,

2 A +
ntwo p
B = - 7% + % n (3.5.10)
= =0 _2A
- - V6

Por otra parte, el decuplete de bariones puede ser descrito mediante un tensor de tres indices to-
talmente simétrico, Typ., que tiene exactamente los grados de libertad necesarios. Sus componentes se
pueden escribir, de nuevo, en términos de las particulas fisicas,

1 1 _
Ty = AT, Tie = %A+ , Thap = EAO y Ta=AT
1 1 1 .- _
T3 = 7 ST, Ty = 7\/§E*0 » Toe3 = ﬁz , T333 =07, (3.5.11)
1. 1.
Tigz = —==*° Tz =—=E

7

Todas estas particulas tienen un spin—paridad JP = (3/2)+. En la figura 3.9 se pueden encontrar los
nimeros cuinticos de isospin e hipercarga correspondientes a las particulas del decuplete de bariones.
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Figura 3.8: Numeros cudnticos del octete de bariones.
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3.5. Clasificacién de los hadrones



Capitulo 4

Teorias efectivas

En la naturaleza los quarks no aparecen aislados, sino que siempre aparecen agrupados en parejas
quark—antiquark, o en trios de quarks, para formar mesones y bariones, respectivamente. Por lo tanto, en
muchas ocasiones no nos interesa escribir nuestros lagrangianos en términos de los quarks, sino que nos
seria mas ttil escribirlo en términos de las particulas fisicas que podemos observar con los aceleradores
de particulas, los hadrones. Esto es lo que llamamos una teoria efectiva.

En este capitulo vamos a estudiar diferentes teorias efectivas para las particulas que hemos clasificado
en el capitulo anterior. En primer lugar, realizaremos detalladamente el proceso de construcciéon de una
teoria efectiva para el octete de bariones. Seguidamente, aplicaremos el mismo proceso a los bariones del
decuplete, si bien esta vez no realizaremos todos los calculos de forma tan detallada.

Nuestro siguiente paso sera utilizar el modelo sigma no lineal para obtener una teoria efectiva para
los mesones (que también se transforman segun un octete). Para acabar el capitulo, aplicaremos la teoria
efectiva que habremos construido para los mesones para describir el proceso de interaccion elédstica de
cuatro piones.

4.1. Octete de bariones

4.1.1. Rompimiento de la simetria

Ahora que hemos caracterizado y clasificado las particulas de la teoria, queremos encontrar el lagran-
giano que las describe. De momento, no nos preocuparemos de las interacciones. El lagrangiano se puede
escribir como el de Dirac, donde el campo se substituye por la matriz de bariones, ec. (3.5.10),

L=tr [E(iﬁ - MO)B} , (4.1.1)

donde ,si consideramos las masas de los quarks ligeros iguales, tenemos M = 1Mj,. Naturalmente, en
estas condiciones, B se transforma de forma homogénea bajo transformaciones del grupo de simetria

SUL+r(3),
SUL+r(3
S0eee®, 1, wB UL, (4.1.2)
y, por tanto, el lagrangiano es invariante (dada la propiedad ciclica de la traza).

No obstante, en la naturaleza no es cierto que la masa de los tres quarks ligeros sea exactamente igual,
sino que tenemos una matriz de masas de la forma

B

m, 0O 0
M= 0 mg O , (4.1.3)
0 0 mg

que no es invariante ante las transformaciones del grupo,
M— U} oMUpp#M. (4.1.4)

Por lo tanto, el término de masas rompe la simetria SUy z(3) de sabor. Sin embargo, esta simetria se
rompe de una forma muy concreta, dada por la ecuaciéon (4.1.4), lo que nos sugiere la posibilidad de
anadir términos al lagrangiano que rompan la simetria de la misma forma.
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42 4.1. Octete de bariones

4.1.2. Construccion de los términos que rompen la simetria

Dada que la simetria es correcta en primera aproximacién, podemos suponer que los términos que la
rompen son de primer orden en las masas. Lo cual, nos permite considerar M como una perturbacion,

L=tr [E(iﬁ . M0> B] +o(M) | (4.1.5)

donde My es la matriz de masas en la aproximacién de masas iguales. Para construir los términos,
suponemos de forma ficticia que la matriz de masas, M, se transforma de la forma adecuada para conservar
la simetria,

)y fcticiamente, 1 MU (4.1.6)

Con esta matriz de masas ficticia invariante, construimos todos los términos invariantes posibles, a un
determinado orden en M. En nuestro caso, tan sélo estamos interesados en el primer orden, por lo cual
consideraremos términos en donde aparecen productos de B, By M.

Dado que las tres matrices se transforman bajo la representacion 8, puesto que estamos considerando
los bariones del octete, el producto de las tres matrices se transformaré bajo la representacion

8 3 4
—_—— —— N
8®8®8=101080--- 100 --- Q10D ---B27TH---D35D 35D 64 . (4.1.7)

n

donde m @ - - - representa n copias de la representaciéon m. La demostracién de esta igualdad se deja como
ejercicio.

Ejercicio 4.1.1 Demostrar la ecuacion (4.1.7) a partir de las técnicas de las tablas de Young.

Solucién En primer lugar, tenemos que resolver el producto 8®8. Esto fue hecho en el capitulo anterior,
ec. (3.4.48), a saber,

SR8=10808® 100106 27

] (4.1.8)

—eald el L e[ T T e & ,

Ahora debemos realizar la multiplicacion directa de todas las representaciones que aparecen en la des-
composicion anterior por la representacion 8. La multiplicacion por el singlete es trivial. El producto
de dos representaciones 8 es ya conocido. Los siguientes productos se realizan utilizando las técnicas ya
conocidas,

(T ep = e LT eyl

| 0] | @] a [ 9]
=8®10®27® 35, (4.1.9)
a al_ a| a a|a| a a|
o @ ke ® )
=8010®27T® 35, (4.1.10)
[ lalal [T, . [a][ T 1 Tald]
D ald a [
al lalal
@ al|b @ b
=8010027T®35® 3564 , (4.1.11)

Juntando todos los resultados, obtenemos justamente el resultado que buscamos.
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Lo tunico que nos interesa de la descomposicion (4.1.7) es que tan solo existen dos factores singlete,
es decir, mediante el producto de tres elementos que transformen en la representacion adjunta tan solo
podemos encontrar dos elementos invariantes, a saber

trBBM trBMB . (4.1.12)
Se podria pensar que existe otro término invariante,

trM trBB , (4.1.13)

pero, dado que la traza de BB es una simple constante, este término tan sélo contribuye al término de
masas usual, por lo que podemos obviarlo redefiniendolo,

My — (MO + ggtrM>Il , (4.1.14)

donde g3 es la constante de acoplamiento de este tercer invariante, con el factor trBB ya absorbido. Por
lo tanto, los nuevos términos que podemos anadir al lagrangiano son

5L = gitrBBM + gotrBM B . (4.1.15)

Como ya hemos remarcado, estos términos serian invariantes si consideramos, de forma ficticia, que M
transforma homogéneamente. Asi, pues, en realidad estos términos rompen la simetria, pero lo hacen de
la misma forma que M. Su efecto en el lagrangiano se traducird en unas masas ligeramente diferentes en
las diferentes particulas del octete de bariones.

Otra forma de escribir estos términos, utilizando las propiedades de la traza, es la que sigue,

5L = gltr<(5M [E BD +go tr(aM{E, B}) : (4.1.16)

donde g; y g2 son unas nuevas constantes de acoplamiento, no necesariamente iguales a las anteriores.
Mantendremos su nombre por simplicidad en la notaciéon. Por otra parte, hemos reescrito la matriz de
masas de la forma

M = My+ dM | (4.1.17)

donde My = Myl es diagonal. Dado que la masa de los quarks «up» y «down» es practicamente igual,
podemos situarnos en la aproximaciéon en que son idénticas, m, = mgq. Por lo tanto, M debera ser una
matriz diagonal cuyos dos primeros elementos diagonales sean iguales, y tan sélo el tercero sea diferente.
Recordando la expresion de las matrices de Gell-Mann, esto significa que 0 M debe ser proporcional a
Ag. Para comprobar explicitamente esto, podemos descomponer en suma de las matrices de Gell-Mann
la matriz de masas,

M = diag(mqm mq, ms)
(4.1.18)

1 1
:f(mu+md+ms)]l+§( —ma)As + ——=

3 (my, +mg — 2mg) s .

2[
Podemos identificar el primer término con M. Como vemos, si tomamos m, = my, efectivamente 6 M =
M — M, es proporcional a Ag. Si no realiziramos esta aproximacion, también deberiamos considerar un
término proporcional a As.

4.1.3. Lagrangiano en términos de las particulas fisicas

Por otra parte, podemos realizar una descomposicién similar con la matriz de bariones,

)\(l
B=DB"—, 4.1.19
7 ( )
donde los coeficientes B® se pueden relacionar con las particulas fisicas en virtud de la expresion de la
matriz B, ecuacion (3.5.10),

1 1
Yt=—(B—iBy), E'=-—=(Bs+iBs), p=—=(Bs—iBs),
\/§< 1 2) f( 4 5) p \/5( 4 5)
¥ = By, B = 7(BG +iB7), n= 7(BG —iBy) , (4.1.20)
_ 1 .
5 E<Bl+ng), A= Bs
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Lo mismo se puede repetir para os antibariones, teniendo en cuenta que las matrices de Gell-Mann son
hermiticas,
E——
B=B —.
V2
Esta descomposicién nos permite calcular facilmente las diferentes trazas que intervienen en el Ha-
miltoniano, teniendo en cuenta la relacion de normalizacion, ec. (2.3.17). Comenzamos por la traza de
BB,

(4.1.21)

trBB = B"B'tr (ﬁ )\—b)
V22 (4.1.22)
=B'B".
También necesitamos las tazas de los nuevos términos del lagrangiano: las correspondientes al conmutador
y al anticonmutador. La primera de ellas se puede calcular de forma sencilla,

a b c
BB tr <>\8 [)‘ A D =2 iB"B® f*° tr </\8’\> ,

V2 V2 V2 (4.1.23)
= 2{B"Bb job%
Comparando con la ecuacion (2.3.15), vemos que las tnicas constantes de estructura que aparecen son
458 ors _ V3
= = —. 4.1.24
jis = o= ¥ (4129

Por ultimo, necesitamos calcular la traza del término que contiene el anticonmutador,

BBt tr <>\8 {\A/; 5%}) . (4.1.25)

El conmutador de dos matrices de Gell-Mann se puede escribir de la guisa

AN 2 A¢
2 Db = S50 /2 e 4.1.26

55w V3 (4120
donde d®° son unas nuevas constantes, totalmente simétricas en todos sus indices. Con lo cual, tenemos,

—a P /\b e 4 \¢
B Bbt A —_—, —= =B Bbt |:)\ (6111)1[ + \/E dabc ):|
( {ﬂ ﬂ}> b 7%

V3 BB b (Mz\%) (4.1.27)

= 2iB" B®d™® .
Las tinicas constantes que aparecen son
118 — 228 _ 338 _ _ j888 _ 1
V3 (4.1.28)
448 _ 558 _ 668 _ JT78 _ _ 1

2v3
Recopilando todos estos resultados, vemos que los nuevos términos del lagrangiano se pueden escribir
de la forma o
5L ~ 2iB"BY (91 fabs 4 ggdabS) , (4.1.29)

donde, de momento, obviamos la constante (m, — ms) que proviene de la descomposicion de M en
términos de las matrices de Gell-Mann. El término entre paréntesis puede escribirse de forma matricial
tal que asi,

S
w
o

1
g1 1 + —= g2 2 . (4.1.30)

o
coor
oo o
o~ oo
&
|
N
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Desarrollando los productos matriciales, obtenemos el siguiente resultado,

3, _ _ _
0L ~ 22'91£ (B4B5 — BsBy + BgB7 — B7BG)
2
9 1 (4.1.31)
+ 2igo—= (§1B1 + ByBy + B3B3 — 3 (B4Bs + BsBs + BgBg + BrBr) — ESBS)

V3

Finalmente, podemos expresar estos términos en funcién de las particulas fisicas, que se expresan en
funcion de B* segun la expresion (4.1.20). El resultado que se obtiene es el siguiente,

+l92 §+E++§727+§0207KA—1(ﬁp+ﬁn+§757+§050) .
NG 2

4.1.4. Masas de los bariones del octete. Relacién de Gell-Mann—Okubo

6L ~ —/3g (@H—ﬁn—i 2 —

(1|
[1]

(4.1.32)

Como vemos, todos los términos tienen la forma de un término de masas. De esta forma, estos términos
nos dan informacién sobre como varian la masa de las particulas a causa del rompimiento de la simetria.
Para hallar las masas de forma exacta, necesitamos escribir también el término de masas invariante en
funcion de las particulas fisicas,

M() trEB = M()EaBa
— M, (ﬁp+ﬁn+§_5* RS Sl Yl S5 5L SR o +KA) , (4.1.33)

que, como vemos, vuelve a ser diagonal. Esto es un reflejo de que, en la aproximacién de los tres quarks
ligero con la misma masa, SUL 1 r(3), estas particulas forman parte de la misma representacion (el octete),
y por lo tanto deben tener la misma masa.

Finalmente, juntando las ecuaciones (4.1.32) y (4.1.33), podemos predecir la masa de las particulas
a partir de las constantes de acoplamiento, de la masa de los quarks «up» y «down», m, y del quark
«strange», mg. Lo primero que observamos es que las particulas con el mismo isospin tiene la misma
masa, tal y como era de esperar ya que nos hemos situado en la aproximacién de isospin. Los resultados
que se obtienen son

1

M, =M, =M, — \/§gl(m —mg) — ﬁgg(m —ms) , (4.1.34a)
1
Mz = My + V3g1(m — my) — %92(7” —ms) , (4.1.34b)
2
My, = My + ﬁgz(m —ms) , (4.1.34c)
2
My = My — %gz(m —ms) , (4.1.34d)

donde hemos recuperado el coeficiente (m —ms) que proviene de la descomposicion de M en términos de
las matrices de Gell-Mann, ec. (4.1.18). Estas expresiones dependen de la eleccion de las constantes del
lagrangiano; M, g1 y g2. No obstante, tenemos tres constantes y cuatro relaciones, con lo cual podemos
deducir una relacién que sea independiente de las tres constantes. La obtenciéon de dicha relacion se deja
como ejercicio. El resultado que se debe obtener es

3My + My, = 2(M,, + ME) . (4.1.35)

Esta ecuacion se denomina relacion de Gell-Mann—Okubo, y representa la primera relacion totalmente in-
dependiente del modelo que hemos logrado en nuestro curso. Comprobando los resultados experimentales
para las masas de las diferentes particulas, obtenemos

3M) + My = 4539,9MeV | (4.1.36)
2 (M,, n ME) — 4514,0MeV | (4.1.37)

y, por lo tanto, la relacion de Gell-Mann—-Okubo se cumple en muy buena aproximacion, con una discre-
pancia relativa del 0,6 %.
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Ejercicio 4.1.2 (Relacion de Gell-Mann—-Okubo) Deducir la relacion de Gell-Mann—Okubo, dada
por la ecuacion (4.1.35), a partir de la expresion de las masas de las particulas del octete de bariones,
ec. (4.1.34).

Solucién  Sumando las ecuaciones (4.1.34c) y (4.1.34d) podemos encontrar el valor de My,

My = = (Mg + My) . (4.1.38)

N |

Por otra parte, restando las mismas ecuaciones, podemos aislar el término que contiene go,
2
=92
V3

Con todo esto, las ecuaciones (4.1.34a) y (4.1.34b) se escriben de la forma

(m —my) = %(ME — M,) . (4.1.39)

M, = i(ME + 3MA) —V3gi(m —ms) , (4.1.40)
Mz = %(ME + 3MA) + V31 (m —my) . (4.1.41)

Finalmente, sumando estas dos iltimas ecuaciones obtenemos
1
M, + Mz = 3 (Mg + 3MA) : (4.1.42)

que no es mds que la relacion que estamos buscando.

4.2. Decuplete de bariones

Tal y como dijimos en el capitulo anterior, el decuplete de bariones se puede describir mediante un
tensor de tres indices totalmente simétrico, Typ.. Siguiendo el mismo procedimiento de antes, suponiendo
de forma ficticia que la matriz de masas M transforma de forma homogénea, nos interesa formar todos
los términos invariantes posibles que se puedan formar como producto de M (que transforma en la
representacion 8), Tupe (que transforma segtin 10) y Tape (que transforma segin barl10). Para saber
cuantos invariantes de este tipo existen, debemos calcular la descomposiciéon del producto directo de
estas representaciones,

4 4 3
_ —— [ e — =
81010=1980---¢1l0010010027T®-- - ®35035035064D--- P81 BI G125 . (4.2.1)

Ejercicio 4.2.1 Demostrar la ecuacion (4.2.1).

Solucién FEl procedimiento es idéntico al utilizado en la seccion anterior. Daremos tan sdlo los resultados
intermedios. En primer lugar, calculamos 10 ® 10,

1010=168®27T®064 . (4.2.2)

No queda realizar la multiplicacion por 8 de la ecuacion anterior. Los resultados son

1®8=8, (4.2.3a)
8R8=108®8310010® 27, (4.2.3b)
2TR8=8410027T027T® 35035064 , (4.2.3c)
6408=27®35064D64D81 BB 125 . (4.2.3d)

Es decir, tan sblo tenemos un invariante, a saber
Tabc(M)gTdbc . (424)

Al igual que en el caso del octete, podemos afiadir un término que contiene la traza de la masa,

trM TabcTabc y (425)
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que, al igual que antes, tan soélo afectara al término de masas inicial, My. Con lo cual, la suma de todos
los términos que contienen la masa son

0L = MOTabcTabc + a Tabc(M)ad Tdbc + ﬁ trM TabcTabc . (426)

En la aproximacion de isospin, m, = mg, en esta ocasién podemos incluir toda la diferencia de masas del
«strange» en M, por lo que tendremos M = diag(0,0, dm;). Siguiendo la analogia con el caso anterior,
debemos representar este lagrangiano en términos de las particulas fisicas, que vienen dadas por la
ecuacion (3.5.11),

J— N — 1 — — N
+EE OB R T 40 Q‘}Jrga 5ms[z*+2*++2*02*0+2* DA (4.2.7)

De nuevo, vemos que las particulas en el mismo multiplete de spin tienen la misma masa. De este
lagrangiano resulta evidente que la diferencia de masas entre particulas cuya diferencia de extraneza es
la unidad, se diferencian en su masa por un factor dms, de lo que resultan las siguientes relaciones de
Gell-Mann—Okubo,

Mq — Mz« = M=+ — Ms. = Ms- — Ma . (4.2.8)

Historicamente, esta relacion sirvio a Gell-Mann para calcular la masa de la particula Q~, y este cédlculo
le valio el premio Nobel, ya que su confirmacion experimental sirvié de prueba al modelo de quarks.

4.3. Modelo sigma no lineal

4.3.1. Obtencidén del lagrangiano

Ahora, nos proponemos estudiar el modelo sigma no lineal con el objetivo de describir los bosones
de Goldstone (los mesones del octete) asociados con el rompimiento de la simetria SUL(3) ® SUR(3) a
SU,(3). No obstante, esta no es la tinica forma de estudiar estas particulas; un tratamiento alternativo
puede verse en [10, 11].

El lagrangiano del modelo sigma no lineal es

1 A1 12\
—— T oK _ 2z T Ll
L 4tr([“)HM 19} M) 1 (QtrM M + )\> , (4.3.1)
donde
- _a ja 1 T 2 2
M=o+ it%¢% , itrMM:cr + ¢* . (4.3.2)

Si consideramos los piones, es decir, los quarks «up» y «downs, 7% seran proporcionales a las matrices
de Pauli. Ademas, la transformacion de M sera

M — LMR', (4.3.3)

donde L € SUL(2) y R € SUR(2). Llegados a este punto, nos interesa realizar el siguiente cambio de
variables,

M =pU , U=e25™ (4.3.4)

donde v es una constante arbitraria. Nétese que no hemos variado el niimero de grados de libertad,
inicialmente teniamos cuatro campos, o y tres ¢%; que han sido reemplazados por otros cuatro campos,
p y tres 7. En estas nuevas variables, el lagrangiano resulta ser

1

£=3 (a“p) (8“p) + ip%r (8MU8“UT) —V(p), (4.3.5)

donde
2

ATl 2
Vip) =5 btrMTM + “7] . (4.3.6)
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Dado que U es unitaria, en estas coordenadas tenemos trMTAM = p2, con lo cual podemos escribir el

potencial de la guisa
2

_AL 5 pm?
Vi(p) = pr + 7] . (4.3.7)
El minimo del potencial (4.3.7) se encuentra en
2
proo=E 2 (4.3.8)

“ox =

Por comodidad, elegimos v := p2 . . Con lo cual, salvo una constante aditiva (que obviamos, ya que su
efecto es un corrimiento en el origen de energias) y factor multiplicativo constante (que absorbemos en
las constantes), podemos reescribir el potencial de la guisa

A A
V(p) = Zvp? — Zpt. (4.3.9)
2 4
En la aproximacion A — oo, y dado que en la férmula de la integra de caminos el potencial aparece
exponenciado,
ed~ve V) (4.3.10)

tan so6lo contribuira a la integral el valor minimo, es decir, p = v.
Por otra parte, vemos que el primer término del potencial se puede interpretar como un término de
masas para el campo p,
m2 =’ . (4.3.11)

Ademaés, podemos interpretar el segundo término del potencial como un término de interaccién de las
particulas p, en un vértice de cuatro patas externas.

En condiciones normales, la colision de dos piones para dar dos piones intercambiando una particula
p obedeceria un diagrama del tipo

(4.3.12)

El propagador de la p es el de una particula escalar, que en el limite de bajas energias, s < mf) es de la
forma

L S — ;é . (4.3.13)
S — mg mg

Por lo tanto, en el limite A — oo, que corresponde a m, —«, €l diagrama (4.3.12) se convierte en
(4.3.14)

Por lo tanto, en este limite la particula p se desacopla de la teoria. De esta forma, el lagrangiano para
bajas energias es

2

v 1 _a_a

L— —tr(@uU) (8“U> +ol— ], U =¥ m"/v (4.3.15)

3 m,
y el valor esperado del campo es (p) = v. Por lo tanto, podemos escribir M = vU, y la transformacion
de U sera la misma que la de M.

Notamos que, en toda la derivacién que hemos hecho, no hemos utilizado en ningiin momento que el
grupo de simetria sea SU(2). Por lo tanto, el mismo procedimiento sera valido para SU(3), y el lagrangiano
serd el mismo. Sin embargo, el caso SU(2) tiene una peculiaridad, cuyo estudio dejamos como ejercicio
al lector.
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Ejercicio 4.3.1 Introducid el cambio o — o' + v en la definicion de M, y llegar al mismo lagrangiano.
Con este cambio, el lagrangiano es

1 1 A
L= (a,w/> (a#g/) +5 (@ﬂra) (auﬂa) -2 (0,2 2y 2Fﬂg,) . (43.16)
En el limite A — oo también se desacopla el campo o', y por lo tanto el lagrangiano que obtenemos es el
mismo.

4.3.2. Rompimiento de simetria

De nuevo, deseamos introducir los términos de masas que rompen totalmente la simetria SUL(3) ®
SUR(3) del lagrangiano,

My
8L =1, Mygr +h.c., donde M = My . (4.3.17)

ms

Los campos transforman de forma homogénea,!

Yr — Ryg , Y, — LT (4.3.18)

Siguiendo la estrategia de las secciones anteriores, para encontrar todos los términos posibles suponemos
por un instante que la matriz de masas se transforma de la forma adecuada para que no se rompa la
simetria,

g ficticiamente o p ot (4.3.19)

De esta forma, el lagrangiano estard formado por todos los términos que serian invariantes si la matriz
de masas se transformara de la forma anterior, a saber,

L(n) = F? {itr(@”U) (8HU) + (;trUTM + trUM) } +o(M)? . (4.3.20)

Dado que estamos considerando tan sélo el primer orden, podemos expender las exponenciales y escribir
el lagrangiano en funcion de las particulas fisicas. Como en las secciones anteriores, esto nos permitira
obtener las masas de las particulas. La realizacion detallada de todos estos pasos se dejan como ejercicio
al lector; aqui nos limitaremos a dar los resultados. En todo momento, trabajamos en la aproximacion de
isospin, m = m,, = my. El resultado que se obtiene es

1
4
m2 =4utr{ M 3 =2um , (4.3.21a)
0
1
1
m% = 4dp tr{ M 0 = pu(m+my) , (4.3.21b)
1
4
1
12 2m
m2 =4putr{ M = =24 Ty 2ms ) (4.3.21¢)
1 3 3
3

Por ultimo, estos resultados nos llevan a una nueva relaciéon de Gell-Mann—Okubo,

3m,27 +m2 = 4m? . (4.3.22)

Los resultados experimentales son
3m? +m2 = 0,923MeV? (4.3.23)
3m? +m?2 = 0,983MeV? . (4.3.24)

Como vemos, la relacién se cumple en muy buena aproximacion, con una discrepancia del 6,1 %.

1En el caso de los bariones, habfamos supuesto que ¥, y ¥r se transformaban igual por que alli est4bamos considerando
el rompimiento de la simetria SUL4+ g (3).
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Figura 4.1: Esquema cinemético de la colisién mm — 7.

Ejercicio 4.3.2 Derivar las ecuaciones (4.3.21) y (4.3.22) realizando los pasos esbozados mds arriba.
Para ello, es itil tener en cuenta la relacion entre las bases de las matrices de Gell-Mann y de las

particulas fisicas,
2

=t % Tk + K+

Y % ) o
_ - _ 7T _n_
é- Vel m St K : (4.3.25)
K i’ _
V6

4.4. Colision elastica de dos piones a primer orden

Para estudiar los procesos de colisién de dos piones para dar dos piones. Partimos del lagrangiano que
hemos derivado en la seccién anterior,

L(r) = F? {itr(a”U) (BMU> + <;trUTM + trUM> } . (4.4.1)

Por motivos histoéricos, utilizamos la normalizaciéon

2 ¢
U = exp {Z\F,[q)} , donde & =7"—. (4.4.2)

™

Para encontrar las reglas de Feynman asociadas lagrangiano, debemos realizar la expansién de Taylor de
la exponencial. El proceso se deja como ejercicio.

Ejercicio 4.4.1 Ezpande el lagrangiano hasta orden m y encuentra las reglas de Feynman correspon-
dientes.

Vamos a considerar el proceso de interaccién de dos piones que dan dos piones,

T — T . (4.4.3)
El diagrama a nivel arbol es el siguiente,
D1, 1
b3, a3
8 , (4.4.4)
D4, 04
D2, Q2

donde «; es el indice de isospin.

Nos situaremos en el sistema de referencia del centro de masas, donde los momentos de las particulas
incidentes son iguales pero de signo contrario. Por la conservacién del momento, a los momentos salientes
les ocurrira lo mismo, pero en otra direcciéon, que formara un angulo 6 con la original, tal y como se puede
ver en la figura 4.1.
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Como siempre en los problemas de colisiones, nos es ttil definir las variables invariantes de Mandels-
tam,

s=(p1+p2)?, (4.4.5a)
t=(ps—p1)°, (4.4.5b)
u=(pa—p1)°. (4.4.5¢)

Estas tres variables no son independientes, ya que estén ligadas por la siguiente condicién

s+t+u=4m2 . (4.4.6)
Dado que el moédulo de los tri-momentos deben ser iguales, no es util definir

ps = |p1| = |p2] - (4.4.7)
por conservaciéon de la energia, debemos tener también

p2 = |p3| = |p4| . (4.4.8)

Con lo cual, es trivial escribir el valor de s,
s = 4(m2 +p?) . (4.4.9)

Los valores de ¢t y u dependeran del angulo entre las trayectorias iniciales y finales. Por ejemplo, para el
célculo de t tenemos

2
t=(ps —p1)
2, .2
= -2
P3tPL = 2Pips (4.4.10)
=2m? — 2(mfr +P§) + 2p2p
= —2p?(1 — cosf) .
Por tanto, tendremos ¢t < 0. En el calculo de u, la tnica diferencia radica en que p3 = —p4. Resumiendo,
los valores de las variables de Mandelstam son,
s =4(m2 +p?) , (4.4.11a)
t=—2p2(1—cosf) , (4.4.11Db)
u=—2p?(1+ cosb) . (4.4.11c)

La amplitud de este proceso se puede calcular con las reglas de Feynman obtenidas del ejercicio 4.4.1.
El resultado que se obtiene tiene la siguiente estructura,

T(s,t,u;0;) = A(S,t,U)00;,0000s,00 + B(8,6,1)001 .a5000,a, T C(S,, )00, 040,05 - (4.4.12)

Debido a que los piones son bosones, la amplitud debe satisfacer ciertas simetrias bajo intercambio de
particulas, a causa de la estadistica de Bose. Estas condiciones se resumen en

A(s,t,u) = A(s,u,t) , (4.4.13a)
B(s,t,u) = A(t,u, ) , (4.4.13b)
C(s,t,u) = Au, s, 1) . (4.4.13¢)

Habitualmente, nos interesa descomponer la matriz S en estados de isospin. Dado que el isospin
corresponde a la simetria SU(2); de intercambio de las masas de los quarks «up» y «downy, y que los
piones viven en un triplete de isospin I = 1, la combinacién de los dos piones puede estar en un estado
de isospin I =0, 1 0 2, ya que

1l1=00102, (en SU(2)) . (4.4.14)
Por lo tanto, debido a la simetria de isospin la matriz de colisién tendra la estructura
(I|T|I'1) = S116r,1; (I|T|1)

(4.4.15)
=011/01,1; T
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Aplicando las condiciones de Bose, ecs. (4.4.13), los diferentes elementos de matriz T se pueden expresar
tal que asi,

T° = 3A(s, t,u) + A(t,u, s) + A(u, s,t) , (4.4.16a)
T' = A(t,u,s) — A(u, s,t) , (4.4.16Db)
T? = A(t,u,s) + A(u, s, 1) . (4.4.16¢)
Siguiendo el tratamiento habitual de la matriz T, introducimos un desarrollo en ondas parciales,
T! =321y "(20+ 1) Py(cos )t (s) . (4.4.17)
£=0

Los coeficientes t!(s) tienen una forma diferente dependiendo si estamos en una aproximacién que tiene
en cuenta la relatividad o no. En concreto, para una teoria no relativista tenemos

ezmg(s) 1

th(s) = —————— 4.4.18
o) = — (4.4.18)
mientras que en una teoria relativista tendriamos
1/2
s 1
tHs)=—>— ( 2i67 () _ 1) . 4.4.19
0= (=5z) (1.4.19)
En este contexto, es util definir
W s 1/2
— = — , W =2F = . 4.4.20
Ds (s — 4m3r> Vs ( )

El lagrangiano de los piones, con término de masas, toma la forma
Lo = %3 {{(au0) (0)) +2B0 (M (U +U))} (4.4.21)

donde hemos empleado la notacion (X) := trX. La matriz de masas es proporcional a la unidad M =
mlsxo. La masa de los piones se relaciona con las constantes del lagrangiano, By y m, a través de la

siguiente relacion,
m2 = 2Bym . (4.4.22)

Recordando la definicién de U, podemos realizar la expansiéon del primer término,

((au0) (0#U7)) =t (i\/ia,ﬂ) _ L g V2 <1>3>

Fr 27" 3F27H
/3 5 (4.4.23)
2 1 i
i~ ZORP — —GRP2 — Hp3
><<1Fﬂa Fga 3F28 >1
Los términos que nos dan la interacciéon a cuatro campos son
4
0 = 35 tr(a <1>a#<1>3) + ﬁtr (a D291 p? ) (4.4.24)
También consideramos la contribucion del término de masas,
4F? o4
0Ly = 3. 4'2B0 <MF2>
F2B (4.4.25)
2 0 q;r ¢b¢c¢d (MAa)\bAcAd) .

Las reglas de Feynman para el vértice de interaccion, que se pueden calcular a partir de las reglas de
Feynman generalizadas que vimos en el segundo capitulo, son las siguientes,

a Cc

I=—5 [(s = m2)6apca + (t — m2)3apdbd + (u — M2 )Sadbbe] - (4.4.26)
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Dado que estamos a nivel arbol, hemos tenido suficiente con suponer que los cuatro momento externos
estan sobre la capa masica, p? = m2. La demostracion de estas reglas de Feynman se dejan como ejercicio.
Comparando la ecuacién (4.4.12) con nuestras reglas de Feynman, ec. (4.4.26), podemos identificar,
finalmente, la amplitud A(s,t,u),

s—m
2
Con este resultado tenemos suficiente para calcular todos los procesos de interacciéon de cuatro piones a

nivel arbol.

2
A(s,t,u) = ul

(4.4.27)

Ejercicio 4.4.2 Obtener las reglas de Feynman de la ecuacion (4.4.26) a partir de las recetas generales
dadas en el sequndo capitulo.

Orientaciéon Para facilitar la tarea, vamos a dar el resultado explicito del primero de los dos términos
de cuatro campos,

4 ) 4 4 4
= "3 ., 02 02 02
3 #tr(BHCI)E) (0] ) g [(s 3mﬂ)5abécd + (t 3mw)5ab5bd+ (u 3mﬂ)5ad§bc . (4.4.28)
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Capitulo 5

Interacciones electromagnéticas y
desintegraciones lepténicas débiles

En este ultimo capitulo del curso vamos a estudiar como se introduce las interacciones electrodébiles
en el tratamiento. Para hacerlo, comenzaremos construyendo una teoria efectiva del electromagnetismo,
siguiendo procedimientos similares a los empleados en el capitulo anterior. Seguidamente, llevaremos a
cabo la misma tarea para las interacciones débiles, si bien en este caso no daremos todos los detalles.

Posteriormente, aplicaremos el lagrangiano efectivo que habremos obtenido para efectuar explicita-
mente el calculo del proceso de desintegracion del pion. El resultado de este cdlculo nos dara una pequena
sorpresa, ya que comprobaremos que el canal preferente es el mudnico, si bien —a priori— por conside-
raciones de espacio fisico pareceria que el canal predominante deberia ser el electrénico.

Por ltimo, estudiaremos la teoria de Fermi-Cabbibo para las interacciones débiles. Empleando esta
teoria, realizaremos el calculo del proceso de desintegracién del muén. En primer lugar, realizaremos el
célculo para un haz no polarizado de muones. El resultado nos proporcionara una expresion a partir de la
cual podemos medir experimentalmente la constante de acoplamiento del modelo. Finalmente, veremos
que el célculo del mismo proceso, pero con un haz no polarizado, nos lleva a observa la violacién de la
simetria bajo transformaciones de paridad.

5.1. Construccién del lagrangiano

5.1.1. Lagrangiano y vértice efectivo a nivel de quarks

En este capitulo anadiremos a nuestro lagrangiano la parte de las interacciones electrodébiles, en el
sector de los quarks ligeros,

L = Lqcp +§fy”(vu+’y5au>q—§(s—i’y5)q , (5.1.1)
donde:

ry=v,+a, =eQA,, (5.1.2)

l =, — a, = eQA, + WiT, +he.) . (5.1.3)

\/is?n 0w (

Ademas, @ = diag(2,—1, —1) es la matriz de carga y

0 Vud Vus
T.=|0 0o o0 ]. (5.1.4)
0 0 0

El lagrangiano (5.1.1) ostenta la simetria SUL(3) @ Uy (1), que es la responsable de generar los fotones
y los tres bosones de gauge de la interaccion nuclear débil, W= y Z. La ruptura espontanea de la simetria,
sin embargo, es la responsable de que las particulas W* y Z adquieran masa’.

INo es asi el caso de los fotones, cuya masa nula esta protegida de correcciones cuanticas por las identidades de Ward [12].

55
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Por lo tanto, las interacciones nucleares débiles se efectiian intercambiando particulas W* (corrientes
cargadas) y Z (corrientes neutras), y el tnico vértice de la teoria corresponde a la interaccién de un
portador con dos fermiones. Sin embargo, dado que la masa de los portadores es muy elevada, no se
podran propagar a grandes distancias, y podremos aproximar los vértices por una interacciéon puntual
a cuatro fermiones. Vamos a ver esto con un ejemplo, que posteriormente veremos con maés detalle, la
desintegraciéon del pién a un muédn,

T = Yy, (5.1.5)

que se efectua segin el diagrama

Lol
™ . (5.1.6)
d

Uy
Dado que la particula W es mucho mas masiva que el pién, el proceso transcurrird en la aproximacién
de bajas energias, por lo que la particula W tendra una virtualidad muy alta. A causa de ello, no podra
recorrer una gran distancia. Asi, pues, en primera aproximacién podemos considerar que la interaccion
es puntual,

"
u
p
T { . (5.1.7)
d
—k
vy
Otra forma de ver esto es considerar el propagador de la particula W, que es el correspondiente a una
particula de spin s = 1,
. . 2
? quqv 19uv p
— | - ~ — 5.1.8
= (ot 5 ~ T o (i) (45

con correcciones del orden de ¢/m3,.

5.1.2. Lagrangiano y vértice efectivo a nivel de piones

Ahora bien, nuestro deseo es encontrar el lagrangiano efectivo a nivel de piones, y no a nivel de quarks.
Para ello, impondremos que el lagrangiano sea invariante ante transformaciones SUL,(3) ® SUg(3) locales.
Siguiendo con la misma notacion de los capitulos anteriores, tendremos L € SUL(3) y R € SUgr(3). En
este caso, tanto L como R seran funciones de la posicion. Las transformaciones de los diferentes elementos
de la teoria son

qr, — L(z)qr , (5.1.9a)
qr — R(z)qr (5.1.9b)
¢, — L(x)l, L (z) +iL(x)d,L'(z) , (5.1.9¢)
r, — R(z)r, R (z) +iR(2)9,R' (z) . (5.1.9d)

Si las fuentes £,, y r, transformaran de esa forma, £ seria invariante. Por lo tanto, debemos imponer que
las U del lagrangiano de piones también se transformen de forma adecuada,

U — R(x)UL'(z) , (5.1.10)
M — R(z)ML(x) . (5.1.11)

Finalmente, para acabar de escribir correctamente el lagrangiano, debemos promocionar las derivadas
ordinarias de U a derivadas covariantes,

U — DU = 9,U —ir,U +il,U , (5.1.12)
0,U" — DU =0,U" +ir, U —it, U . (5.1.13)
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Por lo tanto, a orden dominante, el lagrangiano tendra la forma

L= FT(? {tr(D#U> (D“UT> + 2BotrM(U + UT)} . (5.1.14)

Realizando una expansion en el niimero de campos, de la misma firma que hicimos en el capitulo anterior,
obtendriamos el lagrangiano de interaccion de una particula escalar acoplada al electromagnetismo.

5.2. Lagrangiano efectivo para las interacciones nucleares débiles
El lagrangiano para las interacciones débiles, en el limite m2 > m?, puede aproximarse por el

lagrangiano de Fermi,

Gr i
SLw = ——=J, J* 5.2.1
w \/i 14 ( )

donde J* es el corriente de Noether, J* = J* + J{', que se puede separar en sus componentes leptonicas

lep.
y quarkiénicas,

Jiop. = VeVo(1 = 5)e + 175 (1 = 75) pt + vy, (1= 75) 7 (5.2.2)
JE = uy, (1 —vs)d | (5.2.3)

donde d' = V,qd + V58 = cosf.d + sinf.s. El término JU T es subdominante respecto al resto, y por

lo tanto lo podemos eliminar de nuestra formulacion, si tan sélo estamos interesados en el primer orden
significativo. Con lo cual, podemos escribir el lagrangiano de la forma

Gr 7l 1
MLy = —ﬁ(.]{ T+ 20001 (5.2.4)

Notese que Gr, llamado constante de acoplamiento de Fermi es proporcional a 1/M2. Concretamente,
tenemos

2
Gr_ 9 donde g

== . 2.
R (5.2

sin 6,

Ejercicio 5.2.1 Demostrar la ecuacion (5.2.5). Para hacerlo, ten en cuenta que la amplitud de probabi-
lidad del lagrangiano de Fermi debe aproximarse al valor real, con correcciones de orden E/Mw,

Apw = Ap-c +o (J\Z) ;

_ » (M%) | (5.2.6)

5.3. Desintegracién del pion

5.3.1. Calculo del elemento de matriz

Como hemos visto anteriormente, la desintegracion del pioén a un muon se efectta, a nivel arbol, segin
el siguiente diagrama de quarks,

d W+
7r+{ . (5.3.1)
v
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Por lo tanto, del lagrangiano (5.2.4) tan sélo nos interesaran los términos que contienen muones y quarks.
Asi, pues, el corriente efectivo sera de la forma

G
o, = ——Fyu’yp(l —5)p + hec. . (5.3.2)

V2

Con lo cual, el hamiltoniano efectivo para este proceso toma la forma

Gr
V2

Este hamiltoniano es a nivel de piones, y no de quarks, por lo que el vértice pasa a ser puntual,

0Hog = cos chfy”(l - 75)u1/ . (5.3.3)

(5.3.4)

El elemento de matriz del hamiltoniano para este proceso, por lo tanto, toma la forma

M= <M+VH‘HQH‘7T+> = 31% cos 0, <0‘d7p(1 - 75) ‘7r+(q)> u(k)’yp(l — 'yT)v(p) . (5.3.5)

Vamos a calcularlo paso a paso. En todo momento, sobreentenderemos que los campos se encuentran en
el origen del espacio de posiciones. En primer lugar, dada la linealidad del producto de Hilbert, tenemos

(0]dy* (1 = 75)u|nt) = (0]dy"u|xt) — (0| dy ysulnt) . (5.3.6)

El primer elemento de matriz del segundo miembro es nulo por paridad, ya que el pién tiene paridad
negativa, mientras que la corriente vectorial tiene paridad positiva. Para verlo, utilizamos la propiedad
del operador de paridad de ser su propio inverso, PP =1,
(0|dyPu|rt) = (0| PPdy’uPP|rt)
= (0|Pdy"uP(-1)|x*)
= (0|dyuPP(-1)|=")
=— <0‘dﬂy”u‘7r+> .

(5.3.7)

Nos disponemos ya a evaluar el segundo término. Usando factores de estructura, y teniendo en cuenta
que el pién tiene spin cero, la tinica forma que puede tomar es

(O]dyPysu|at) = iv2frq” (5.3.8)

donde f, es una constante (con dimensiones de energia), que se ha medido experimentalmente. Su valor
aceptado es fr = (92,4 & 0,2)MeV.
Juntando todos los resultados obtenidos, el elemento de matriz que nos da la teoria efectiva es

G
M= 71% cos 0, (—i\/ifﬂqp) u(k)y, (1 —7s)v(p)

_ 3; cos O (=iv2fr) (J + )u(k) (1 = 7)0(p)

donde hemos tenido en cuenta que ¢” = p? + k”, tal y como se puede ver en el diagrama (5.3.1). Llegados
a este punto, debemos tener en cuenta que los fermiones cumplen la ecuacion de Dirac. Ademas, podemos
realizar la aproximacién de que los neutrinos no tienen masaZ?. Por lo tanto, tenemos,

(5.3.9)

u(k)f =0, (5.3.10)
polp) = —muo(p) . (5.3.11)

2 Actualmente, existen experimentos que parecen demostrar que la masa de los neutrinos no es nula, aunque muy pequeia.
Sin embargo, para nuestros propoésitos nos es suficiente considerar la aproximaciéon de neutrinos sin masa.
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Introduciendo estas igualdades en la expresién del elemento de matriz tenemos
Gr
V2

La amplitud de probabilidad de este proceso vendréa dada por el cuadrado (del médulo) del elemento de
matriz M. Para calcular el cuadrado, en primer lugar debemos tener una expresion explicita para M7,
que se puede obtener trivialmente teniendo en cuenta que,

(u(l + 'y)v)T = (uTVO(l —i—%)v)T
= ’UT(l +’y5)70u
= v(l — 75)u .

Por otra parte, para obtener la seccion eficaz también sera necesario sumar sobre todos los estados finales
de helicidad. Con lo cual, utilizando en truco de Casimir para convertir las sumas en trazas, tenemos

M|” = G cos? 0 f2mytr [ (F = m,) (1 +5)f (1= 35)] (5.3.14)
El calculo de las trazas es sencillo,

e[ (f = m) (1 35)f (1= 95)] = 200 [(F = m) (1 + 35 )f
= 2tryf}é =8k,

M = oS 90i\/§fﬂu(kz)(1 +’y5)mﬂv(p) . (5.3.12)

(5.3.13)

(5.3.15)

con lo cual, el resultado final para |M|? es
|M’2 = 8G# cos® 0. f2mup-k . (5.3.16)

para continuar con nuestro tratamiento, debemos especificar la cinemética del choque para evaluar el
producto p- k. En el sistema centro de masas, el pién inicial esta en reposo; y, ademéas, el muén y el pién
salen despedido con igual momento en direcciones contrarias,

wr ot Y
(5.3.17)
Pu E,
Por lo tanto tenemos
p-k=E,E,—-E,p,

= E,(Bu +[p,l) -
Por conservacion del trimomento tendremos que el médulo del trimomento de muén sera igual al médulo

del trimomento del neutrino y, por lo tanto, igual a su energia, |p,| = E, .

(5.3.18)

5.3.2. Longitud de desintegraciéon

Para comparar los resultados de la teoria con los experimentales, necesitamos calcular la longitud de
desintegracion; que en el centro de masas, se escribe (en forma diferencial) tal que asi [6]
1 d3 d3k
ar = —|m* P
(2m)32E, (2m)32E,

21)46W (g —p—k) . 5.3.19
T (2m)*6" (¢ —p — k) ( )
Gracias a la delta de Dirac de conservacion, las integrales vectoriales son triviales. Su resultado es

Gifim? [d3pd3k ,
I' = cos? 0, (21;‘)2m:2: / B, S(mx — E, — E)0% (p+k)E,(E, + E,u)
G2 f2m2 E,
= cos? ec@ dE, B2 1+ ——=—— | 6(m, — E, — E,) 5.3.90
p— o (5.3.20)
i v
2
G m?
= cos? HCﬁfﬁmwmi (1 — mg> .

El inverso de la longitud de desintegracion es la vida media, 7 = 1 / I'. Experimentalmente, el valor medido
es T =2,6-10"4s.
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5.3.3. Comparacién entre canales de desintegraciéon

Todo el proceso que hemos realizado para el canal de desintegracién del pién en un mudn es igualmente
valido para el canal en que el pién se desintegra en un positrén. En este contexto, pues, es interesante
comparar las amplitudes de ambos canales,

Lint —etve (me mz —m? )2 (5.3.21)

I'(rt — pty,) my, m2 —m?2

o
Substituyendo los valores de las masas, obtenemos que el cociente debe valer 1,2 - 1074, Esta estimacién es
muy buena, ya que el valor que se ha logrado medir experimentalmente es 1,230 - 10~%. Sin embargo, dado
que el electron es mucho menos masivo, la integracion respecto F, se lleva a cabo en un espacio fasico
mucho mayor que la correspondiente al muén. Asi, pues, resulta sorprendente que el canal mayoritario
sea el muodnico; debe haber algin motivo dindmico que lo explique.

El motiva radica en la conservacion de la helicidad (ver, por ejemplo [13]). Para razonarlo, nos sera
més cémodo considerar la desintegracion de un 7~ . El calculo que hemos hecho es completamente analogo
al caso de un pién negativo, por lo que nos encontramos con el mismo problema en la integracion.

En la desintegracién de un pién negativo, por el canal del electrén, se emite un antineutrino electrénico,
con momento contrario al del electrén,

(5.3.22)

Se Sy

Los antineutrinos siempre tienen helicidad positiva, por lo que su spin se dirige en la misma direccién del
momento. Por conservacién, dado que el pién no tiene spin, el spin del electrén ha de ser el contrario,
es decir, también con helicidad positiva. Sin embargo, en el limite en que la masa del electron es nula,
me = 0, el vértice de interaccion tan solo es consistente con electrones salientes de helicidad negativa
(electrones de «la mano izquierday ).

La tnica forma en que podemos mezclar electrones de helicidad positiva es mediante el término de
masas,

0L ~ m (Vnibr + brin). (5.3.23)

por lo que esta interaccién vendré suprimida por la masa del electrén, m., que es mucho mas ligero que
el muon. Este es el motivo de que, pese a tener menor espacio fasico, el canal muénico salga favorecido.

5.4. Teoria de Fermi—Cabbibo

5.4.1. Lagrangiano de Fermi—Cabbibo

La teoria de Fermi—Cabbibo es una buena aproximacién para estudiar las interacciéon nuclear débil
entre leptones. Su lagrangiano se escribe de la forma

— o Gr
£= STy Srtip - Gl G
¢ ¢
donde Jl‘ép. es la parte leptonica del corriente de Noether, que recordemos se expresa tal que

Jlip. = VeV (1= v5)e+ vy (1 — v5) o+ vy, (1= 5)7 (5.4.2)

Asi, pues, en este caso tendremos un vértice de interaccion local de cuatro campos.

5.4.2. Desintegraciéon del muén

Para concluir este curso, vamos a considerar la desintegraciéon del muén, empleando la teoria efectiva
de Fermi-Cabbibo. El canal que vamos a considerar es

po — e Ve . (5.4.3)
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En general, este proceso se lleva a cabo a través de la corriente cargada W, que es emitida por el muén
en convertirse en un neutrino (muénico). La particula W~ se desintegra en un electrén y un antineutrino
(electronico). El diagrama de Feynman es el siguiente,

vu(k)
1= (p)
(5.4.4)
Wop =) e (p')
7o (k)

En esta situacion, el elemento de matriz es de la forma

M= (Lo, 50-20) ) ez (g = ne)ot)) (5.45)

Este es el resultado que se obtiene del modelo estdndar. No obstante, nosotros nos situamos en el limite
de bajas energias, en que es valida la aproximacién de interacciéon puntual, y por lo tanto no es necesario
considerar la aparicion de la particula W ™. Asi, pues, el diagrama que nosotros consideramos es

v (k)
n(p)

5.4.6
e (p) (5:45)

Ve (k')

El elemento de matriz invariante para este proceso es

G, /

M = ZE [a(k)y (1= ys)ulp)] - [@0)7,(1—75)v(k)] - (5.4.7)

V2

Para calcular el cuadrado del médulo, en este caso es necesario realizar un promedio sobre los valores de
los spines. El resultado que se obtiene, tras aplicar el truco de Casimir y realizar el célculo de las trazas,
es el siguiente

M| = 64GE (k-p') (K -p) . (5.4.8)

Dado que la masa del electrén es muy pequena, podemos tomar el limite m, > m. — 0. Ahora, los
productos escalares se pueden evaluar de forma sencilla en el sistema centro de masas,

(k') (K p) = (p—K)* (K -p)

= (m® — 2mwymWw’ , (549)

donde hemos tenido en cuenta que el muén esta en reposo, p, = (my, 0); y hemos definido W’ = E(k').
En este caso, la dindmica de la interaccién es del tipo 1 — 3, donde la longitud de desintegracién se
obtiene a partir de

1 — 2
dl' = — d 5.4.10
5l Mae. (5.4.10)
donde dQ es el elemento de espacio fasico, y se escribe de la forma

d2p/ ko d2 k/
(2m)32E" (2m)32W (2m)32W/
1 d3p a3k

- Wﬁfwﬁw— E-W"s(p—p —K)) .

dQ = em)* W p—p —k k)

(5.4.11)
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Asi, pues, recogiendo todos los resultados, obtenemos
B 1 d?’p/ dBk./
~ 2mmd 2E 2W!
donde 6 es el angulo que forman las trayectorias salientes del electrén y el antineutrino electrénico. Por
fin podemos realizar la integraciéon. Los elementos de interaccién se pueden reescribir de la guisa

dr

mW' (m? — 2mW') §(m? — 2mE’ — 2mW' + 2EW’(1 — cos¥)) , (5.4.12)

By Bk = A EdE 2rWdW'd(cosh) (5.4.13)
con lo cual nos queda
_ L / / / _ / m r_ (M moo /
AT = S dB'dW mW (m —2w") o (Z.W') 0 (W' = (5 = E')) 0 (5 - E)0(E) . (5414)

En esta expresion, las funciones paso de Heaviside nos dan el limite en que el momento de una de las
particulas seria cero, por lo que el proceso se convertiria al tipo 1 — 2, y los momentos salientes estarian
fijados por la cinematica.

Dado que experimentalmente es muy dificil medir la energia de los neutrinos, nos conviene integrarla,

dr’ m I ,

G m2E'"? (3— 4E’> .

(5.4.15)

~ 1213 m

Finalmente, si deseamos obtener la vida media del muén, necesitamos integrar sobre la energia del
electron para obtener la longitud de desintegracion total. El resultado se puede obtener trivialmente,

m
2

dar - Gim?
_ / _ I
F—/O R (5.4.16)

Experimentalmente, se mide que la vida media del muén es 7 = 2,2-107%. Podemos usar la ecua-
cion (5.4.16) para medir la constante de acoplamiento del lagrangiano de Fermi-Cabbibo. El resultado
que se obtiene es, finalmente

Gr =1,16632-1075GeV "' . (5.4.17)

5.4.3. Desintegraciéon de muones polarizados. Violacién de paridad

En el apartado anterior hemos considerado un haz de muones no polarizados. Esto se refleja en
que hemos tomado el promedio sobre los spines. No obstante, en el laboratorio podemos obtener un haz
polarizado. En este caso, en calcular el elemento de matriz deberiamos tomar la suma de las polarizaciones
de las particulas finales, tan solo. Este experimento es 1til para ver como las interacciones débiles violan
paridad.

En la figura 5.1(a) podemos ver la disposicion de los haces original. La polarizacion del muon (flecha
vertical) y la trayectoria del electrén saliente forman un angulo 6. Después de aplicar la transformacion de
paridad, figura 5.1(b), la polarizacién del muén no cambia, dado que el spin no es mas que un momento
angular y, por tanto, invariante bajo paridad. Sin embargo, ahora los electrones salen en la direccién
diametralmente opuesta, formando un angulo 6, = m — 6. Por lo tanto, experimentalmente realizar una
transformacion de paridad es muy sencillo: tan solo tenemos que girar el detector.

Es de suponer que el elemento de matriz en este caso dependeré de alguna funcién trigonométrica del
angulo 0. Estas funciones transforman de la siguiente manera bajo paridad,

cosf — sinf; =sind , (5.4.18a)
cosf — cosfy = —cosb . (5.4.18b)

Por lo tanto, si el elemento de matriz tan sélo depende del seno, tendremos invariancia bajo paridad. Sin
embargo, una dependencia del elemento de matriz con el coseno de 6 romperia la simetria bajo paridad.
Si se realiza el calculo detallado, el resultado que se obtiene es [13]

dr 1 1 4F,
= —-GIm?E. (3 60— —<(1 0) ) . 5.4.19
dE.d(cosd)  (8m)33 Fllu ( +eos my (1 cos )> ( )
Como vemos, este resultado depende del coseno del angulo entre la polarizacion del muon y la trayectoria
de los electrones. Por lo tanto, se viola la simetria de paridad. La interacciéon nuclear débil es la tnica

interaccion de la naturaleza capaz de violar la simetria de paridad.
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(a) Esquema de la interaccion
antes de aplicar una transfor-
macion de paridad.

=
3
L1
"\'\.
1"'\.
L]

(b) Esquema de la interaccion
después de aplicar una trans-
formaciéon de paridad.
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Figura 5.1: Transformacion de paridad sobre el proceso de desintegracion de un haz de muones polarizados

verticalmente.
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