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Prologo

El propésito de este documento es proporcionar una introduccion a la Teoria Cuantica de Campos a personas
con conocimiento medio de los conceptos de la Mecanica Cuéntica, de las formulaciones de Lagrange y Hamilton
de la mecanica clasica y de Relatividad Especial. Por este motivo, cualquier estudiante de segundo ciclo avanzado
deberia ser capaz de comprender los conceptos explicados.

La primera version, publicada en Canal#fisica el 7 de febrero de 2004, contiene cuatro capitulos: «In-
troducciony, «teoria clasica de camposy, «cuantizacién del campo escalar real de Klein—Gordon» y «teorias
con introducciény. En el futuro, se planea ampliar el temario incluyendo nuevos temas, como renormalizacion,
cuantizacion de teorias gauge, electrodindmica cuantica, cromodinamica cuéntica, teorias electrodébiles, modelo
estandar, etc.

Los primeros cuatro capitulos se han basado principalmente en el curso «Teoria Cuantica de Campos»
del programa de doctorado de «Fisica Avanzaday que imparte la «Facultat de Fisicay de la «Universitat de
Barcelonay. Concretamente, el documento actual cubre cuatro de los cinco temas que se impartieron en dicho
curso en el ano 2003-2004, por el profesor Enric Verdaguer. También hay trozos del presente libro que han sido
extraidos de la asignatura «Fisica de Altas Energiasy», impartida por José Ignacio Latorre en el curso 2002—-2003,
correspondiente a la Licenciatura en Fisica de la misma facultad.
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Capitulo 1

Introduccion

En este primer capitulo examinaremos cuales son los principales motivos por los que la mecanica cudntica no
es compatible con la relatividad especial. Con este objetivo, examinaremos el proceso de cuantizaciéon candnica
que da a lugar la ecuaciéon de Schodinger de la mecénica cuantica no relativista, y posteriormente veremos que
este mismo proceso, aplicado a una teoria relativista, lleva a contradicciones logicas. En concreto, estudiaremos
el problema de las probabilidades negativas, la aparicién de energias negativas y los problemas con la causalidad.

1.1. Repaso de mecanica hamiltoniana

En la mecanica clasica, un sistema dindmico descrito mediante las variables canénicas {q}, con momentos
conjugados {p}, viene caracterizado por la funcién de Hamilton (o hamiltoniana), que bajo unas condiciones
muy generales, se puede identificar con la energia, separada en un término de cinético y un cierto potencial
V(q)! que depende tinicamente de la posicién,*

p?

H(q,p) = om T V(a) - (1.1.1)

La trayectoria del sistema en el espacio de fases viene dada por las ecuaciones de Hamilton,

d 0H d 0H

g = —— —_p = —— . 1.1.2
dt qi op; ) dtpz o4; ( )

Gran parte de las propiedades dinamicas del sistema vienen descritas por el paréntesis de Poisson, que para
dos funciones f y g en el espacio de fases del sistema se define de la forma

[W 09 _ 9f 09] . (1.1.3)

0q; Op;  Op; 0g;

{fag}PB = Z

i

Utilizando las ecuaciones de Hamilton, podemos escribir la variacion temporal de cualquier funcién dinamica a
partir de su paréntesis de Poisson con el hamiltoniano,

d

L f—tp. o (114

En términos de los paréntesis de Poisson, las ecuaciones de Hamilton se escriben de la forma siguiente,

d d
34 = e Hlpes 3P = (. Hles - (1.1.5)

1En este capitulo consideraremos que tanto el Hamiltoniano como todas las funciones dinadmicas no dependen del tiempo de
forma explicita.
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1.2. Postulados de la mecanica cuantica

En mecénica cuéntica, el estado del sistema viene caracterizado mediante un vector |¢)) de un espacio de
Hilbert sobre los complejos. Generalmente, a dicho vector se le suele llamar ket de estado. El dual de este
ket, que denotamos por {1|, recibe el nombre de bra de estado. De esta forma, la contraccion dual de un bra
y un ket definen de forma natural el producto de Hilbert, (¢|t%), o braket?. Tan solo consideraremos estados
normalizados, es decir, tales que {¢|¢) = 1.

Otro de los principales postulados de la mecénica cuéntica expresa que la probabilidad de que un sistema,
que ha sido preparado en un estado |¢) se encuentre en otro estado |4) es igual a |{1)|¢) |?. Esto nos permite
asociar 9(x) = (X)) con la funcién de onda de la mecanica ondulatoria, ya que |1)(x)|? es la probabilidad de
encontrar la particula en x (es decir, de encontrarla en el estado |x)).

El resultado de una medida no es determinista, sino que viene determinado por una determinada densidad
de probabilidad, que se puede obtener mediante el ket de estado del sistema [1)(t)). Ademas, el resultado de una
medida puede ser afectar al estado del sistema, fenémeno que se conoce como colapso de la funcig’n de onda. En
el formalismo algebraico, las entidades capaces de modificar un vector (ket) son los operadores, O. Por lo tanto,
podemos asociar los diferentes operadores con el proceso de medida de alguna magnitud fisica. Estos operadores
se llaman observables y, como veremos mas adelante, deben ser hermiticos, ot = 0.

El estado del sistema después de la medida del observable O viene dado por el ket

W) =0 . (1.2.1)
En el caso de que el nuevo estado sea proporcional al anterior,
Oy =ol) (1.2.2)

diremos que el estado |¢)) es un estado propio de 0 con wvalor propio asociado o. Se puede demostrar, ver por
ejemplo [4], que el conjunto de todos los estados propios, |n), de un operador dado, 0 forman un conjunto
completo, es decir,

=Y Inydnl 0 =Y onln)n| (1.2.3)

en los casos de espectro continuo, la suma se reemplaza por una integral. Por ejemplo, para los operadores de
posicién y momento tenemos

1= Jd3x |x){x| , X = fdgx x|x)<{x| , (1.2.4)
3 3
- f S Il p- f(;lT‘)’p o - (1.2.5)

El el postulado de la medida afirma que el resultado de una medida de un cierto observable O tan sélo puede
ser un valor propio de este operador. Ademaés, la probabilidad de que el resultado de la medida sobre un sistema,
en el estado |¢) sea el valor propio o, viene dada por

Pyy(0 = 0n) = Konl)[* (1.2.6)

Dado que tan solo tiene sentido la medici6n de cantidades reales, debemos asegurarnos de que los valores propios
lo son. La forma mas habitual de hacerlo es suponiendo que los observables han de ser hermiticos, ot = O,
donde el operador O se define de la siguiente guisa

<¢\O\w> = <¢‘OT‘¢>* . (1.2.7)

Ademas, el postulado del colapso del estado asegura que, después de la medida, el estado del sistema cambiara
y pasaré a ser la componente de |¢)) que es paralela al estado propio con valor propio o,

) 2= Jon) (1.2.8)

2Esta terminologia, debida a Dirac, proviene del inglés «braket» (paréntesis), (¢|1), que se divide en «bra», {(¢|, y «ket», |).
A Dirac le gust6 esta division, en especial por el doble significado de la palabra «bra» en inglés.
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En el caso de espectros degenerados, en que hay diversos estados que tienen el mismo valor propio bajo O, por
ejemplo |a, 0p,), €l colapso se hace manteniendo el peso relativo entre estos estados,

) Y ler, 0n) (e, 0n |15
|y O=0m, 2 : (1.2.9)

[ 1B, on )P
5

Obsérvese que, de hecho, esta expresion corresponde a hacer actuar el proyector al subespacio 0= 0, sobre el
estado original. El denominador se introduce con tal de mantener la normalizacién a la unidad.

Para acabar este repaso de la mecénica cuéntica, enunciaremos el principio de incertidumbre, que a este
nivel se introduce como teorema. Definimos la incertidumbre en la medida de un observable sobre un estado
como el valor esperado

(80)” = w[(0—0) 1)
=Cv|0*fwy = Culofe) -

donde O = <¢‘O‘¢> El teorema de incertidumbre asegura que, dados dos observables A y B, se cumple la

(1.2.10)

desigualdad
A A 1
AAAB > S W14, Bl|o))* . (1.2.11)

La demostracién formal puede encontrarse, por ejemplo, en 14 ]- El caso més conocido es el de los operadores de
posicién y momento, cuya relaciéon de conmutacion es [X;, Pj] = id;;; por lo tanto tenemos

AX AP > (1.2.12)

l\DI»—l

1.3. Cuantizaciéon canodnica de la teoria no relativista. Ecuacion de
Schodinger

El proceso de cuantizacién candnica consiste en promover las variables dindmicas a operadores sobre el
espacio de Hilbert, ); y P;, y promover el paréntesis de Poisson a el conmutador de ambos operadores, dividido
por ih, es decir,

[0.¢] — %{o,g}m . donde [0,¢]:= 06 - 60, (1.3.1)

donde 7 es la constante, reducida por 27, de Planck. A menudo consideramos un sistema de unidades natural tal
que h = ¢ =1, con lo que habitualmente no escribiremos explicitamente la constante de Planck y la velocidad
de la luz. Si en cualquier momento es necesario reconstruir la dependencia en A o en ¢, por ejemplo para tomar
el limite clasico & — 0, debemos anadir tantos factores i y ¢ como sean necesarios con tal de que las dimensiones
de todas las ecuaciones sean homogéneas.

En caso de que no exista confusién posible, no escribiremos el acento circunflejo encima de los operadores. En
cambio, utilizaremos letras maytsculas para representar operadores, y mintsculas para las cantidades complejas
(tales como los valores propios), a menos que se especifique lo contrario.

Dado que {g;,pj}pB = J;;, las variables candnicas conjugadas se definen de la forma

[Qi, Pj] =iy - (1.3.2)

En la descripcién cudntica de particulas, usualmente se utilizan como variables las coordenadas cartesianas
de posicién, Q, = X;. En este caso, el espacio de Hilbert es el espacio (de dimension infinita) de las funcio-
nes complejas en el espacio trldlmenswnal, tales que su moédulo al cuadrado es integrable. En este caso, la
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representacion operacional del momento canénico y de la energfa (hamiltoniano) son?

0
0X;

= (1.3.3)

Si consideramos particulas no relativistas, el hamiltoniano clésico es de la forma, (1.1.1), por lo que la versién
promovida a operadores en mecanica cuantica, aplicada al ket de estado del sistema, seré

d p?
) — t)=—-——+V(X t 1.34
i 190> = |5+ V0 ) (134
ésta no es mas que la ecuacién de Schodinger del sistema, que dado el estado del sistema en un instante t = tg
permite determinar exactamente el estado en cualquier otro instante de tiempo. En termino de la funcién de
onda 9 (z) = (x|1(t)),* la ecuaciéon de Schodinger se expresa de la forma

d 1
—i— = —— . 1.3.
i) = —5 - Vib(a) + V(2) (1:3.5)
Esta expresion se obtiene multiplicando por la derecha por el bra (x|, y teniendo en cuenta que, segtn la
asociacion (1.3.3), tenemos

. .d
&[Ply(t)) — —iVy(a) , G H|9p(t)) — i (2) - (1.3.6)
La interpretacién de p(x) = |zp(x)|2 como densidad de probabilidad se basa en el hecho de que se puede
escribir una ecuacion de continuidad,
dp(x) . . . "
——=+4+V.j=0 donde j=-——@*"Vip—9pVy*) , (1.3.7)
dt 2m
que se verificara siempre que la funcién de onda sea solucion de la ecuacién de Schédinger en la representacion
de posiciones, eq. (1.3.5). La interpretacion de esta ecuacion es similar a la analoga en el electromagnetismo:
si la probabilidad de encontrar la particula en cierta regiéon varia se debe a que ha existido un flujo neto de
probabilidad por la frontera de dicha regién. Asi, pues, la ecuacién de continuidad es necesaria para garantizar
que la probabilidad total se conserve. El vector j se denomina, corriente de probabilidad.

1.4. Cuantizaciéon candnica de la teoria relativista. Ecuacion de Klein-
Gordon

Dado que estamos en una teoria relativista, serd conveniente adoptar la notacién de cuadrivectores totalmen-
te. Tomaremos como métrica del espacio tiempo la métrica de Minkowski, 7, = diag(1,—1,—1,—1). Ademas,
adoptaremos el criterio de suma de Einstein, segin el cual para todos los indices repetidos, una vez como
superindices y otra como subindices, se sobreentenderd una suma sobre todos sus posibles valores. Ademas,
tomaremos el criterio de que todos los indices representados mediantes letras griegas toman valores entre 0 y 3
(espacio y tiempo), mientras que las letras latinas tan sélo toman valores entre 1 y 3 (espacio).

En relatividad especial la relacién entre el momento y la energia de una particula libre viene dada por

E? =m? 4+ p*. (1.4.1)

Siguiendo el mismo proceso que en el apartado anterior, podemos obtener una teoria cuantica de una particula
relativista, cuya funcion de onda ¢(z) deberd cumplir la ecuaciéon de Klein-Gordon,

(% - Vz) (z) = m?gp(x) . (1.4.2)

3La justificacién de esta eleccion, a este nivel, reside en el hecho de que esta representacion es la mas sencilla que cumple las
relaciones de conmutacion, [X;, P;] = id;; y [0, H] = i%O.
4A lo largo del documento utilizaremos la notacién & = (t,x) para representar el cuadrivector de posicion en el espacio-tiempo.
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En notacién covariante, tenemos
(0,0" +m®) ¢(z) =0 . (1.4.3)
En este caso, para obtener una ecuaciéon de continuidad del estilo de (1.3.7) es necesario definir una nueva
densidad de probabilidad y corriente de probabilidad, que se pueden expresar como un dnico cuadrivector
j* = (p,j), donde

) i
= o (9% 0u¢ — 0, 0™) - (1.44)
En términos de el cuadrivector j# la ecuacién de continuidad toma la forma
Ougt =0. (1.4.5)

Sin embargo, podemos observar que la densidad de probabilidad, p = j°, no esta definida positiva. Dado
que no tiene sentido el hecho de que una probabilidad sea negativa, la ecuacion de Klein-Gordon no tiene una
interpretaciéon probabilistica similar a la que tenia la de Schodinger.

De hecho, el propio Schédinger encontré la ecuacion relativista antes de publicar su ecuacién no relativista,
sin embargo, el hecho de que no tuberia interpretacién probabilistica le hizo desestimarla en un primer momento.

Para comprender de forma més profunda la causa de este comportamiento, vamos a obtener las soluciones
clasicas de la ecuacion de Klein-Gordon,

¢+ (z) = e (EF=PX) (1.4.6)

La solucién ¢, se puede interpretar como una particula de energia E > 0. La solucién ¢_, sin embargo, se
puede interpretar como una particula con energia negativa, o bien como una particula con energia positiva que
viaja hacia atras en el tiempo.

Ademés, mediante simple substitucién, podemos ver que la solucién ¢, es tal que j°© > 0, mientras que
para ¢_ siempre tenemos j° < 0. Una posibilidad para seguir adelante podria ser ignorar la solucién ¢_. Sin
embargo, esto no es satisfactorio, por lo que debemos buscar una teoria més general.

Dado que ¢(x) no tiene una interpretaciéon probabilistica, no podemos considerar como la funcién de onda
de la mecéanica ondulatoria. Diremos, pues, que es un campo; en este caso, el campo de Klein-Gordon. En la
teoria cuantica de campos, la solucién ¢_ se interpreta como la antiparticula asociada a la particula ¢ .

1.5. Causalidad

Consideremos la amplitud de probabilidad de que una particula pase de un punto x a otro y en un tiempo
dado t,
(v, t|U(t,0)[x,0) , (1.5.1)

donde U(t,0) es un operador unitario que implementa la evolucion del estado segun la ecuacion de Schédinger.
Dado que la norma del estado (la raiz cuadrada del producto de Hilbert consigo mismo) siempre ha de ser igual
a la unidad, el operador U ha de ser unitario, UTU = UU' = 1. La expresién concreta de U(t,0) se puede
obtener en términos del Hamiltoniano (ver por ejemplo [4]), y para hamiltonianos que no dependen del tiempo
es

U(t,0) = e” 1t | (1.5.2)

Para una particula libre H = p?/2m. Haciendo uso de (1.2.5), la amplitud de probabilidad se puede escribir de
la forma

{y,t|U(t,0)|x,0) = {y|e~**|x) (1.5.3)
- [ Gle ey @l 5.
- [a2; vlppe 5 ol (155)
B f ((zijf))se"gite"'p‘y"‘) : (1.5.6)

(1.5.7)
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esta integral se puede evaluar haciendo uso de las tablas mateméticas apropiadas, su resultado es

2
U0, 0 = (o) e (15.8)
2mit
Como vemos, esta expresion nunca es cero. Incluso cuando |y —x| > ¢t obtenemos una probabilidad diferente
de cero. Sin embargo, el principio de causalidad implica que nada puede viajar méas rapido que la luz y, por lo
tanto, la amplitud de probabilidad deberia anularse para |y — x| > ct. Asi, pues, la mecénica cuéntica viola el
principio de causalidad.

Se podria pensar que la teoria relativista solventa este problema. En este caso, la integrar a considerar es
y> _ d3p e—it«/p2+m2ez'p(x—xo) (1 b) 9)
@n) .5.
~ e MV X0 -(et)? (1.5.10)

<x‘e_it‘/m

donde la aproximacion se ha obtenido mediante el método de la méaxima pendiente. Como vemos, esta expresion
adolece del mismo problema de causalidad.

Asi, pues, para obtener una teoria cudntica consistente con la relatividad especial debemos trabajar en la
cuantizacién del campo ¢(z), ya que el proceso de cuantizacién canénica lleva a inconsistencias.



Capitulo 2

Teoria clasica de campos

En este capitulo repasaremos los conceptos basicos de la teoria clasica de campos, como una extension a
medios continuos de la mecénica de Lagrange y de Hamilton. Para ello, comenzaremos por exponer el formalismo
matematico de los funcionales y las derivadas funcionales, que es la herramienta matemaética en que se basa la
teorfa de campos.

El formalismo de la teoria clasica de campos representa la base de la teoria cuéntica de campos, en donde
se procede a la cuantificacion de los campos dindmicos.

2.1. Derivadas funcionales

Un funcional se define como una aplicacion entre un espacio de funciones, M, y un cuerpo de escalares, que
suelen ser los reales, R, o los complejos, C

F: M —R6C
¢(z) — Flg]

Si la funcién argumento depende de otro parametro, ¢(z,y), el funcional seré, a la vez, una funcién de este
segundo parametro. En este caso, utilizaremos la notacion

oz, y) — Flo,y) - (2.1.2)

En estas definiciones, las variables z e y pueden ser tanto reales, vectores o cuadrivectores. De esta forma, los
funcionales son una extensiéon natural de las funciones habituales.

En este contexto, tiene sentido preguntarse que variacién sufre el funcional cuando aplicamos una pequena
variacion a su argumento,

(2.1.1)

¢— ¢ +d9, (2.1.3)

la variacién del funcional vendra dada por

0F[¢] = Flp + d¢] — F[¢]

e (2.1.4)
_ f o' 5 00(@)
donde la cantidad yay
uth (2.1.5)

se conoce como derivada funcional del funcional F'.
Una definicién alternativa, pero equivalente, se obtiene considerando variaciones de la funcién argumento
que sean proporcionales a una delta de Dirac,

d(x) — o(z) +ed(z—y) . (2.1.6)

7
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En este caso, aplicado la ecuacion (2.1.4) obtenemos

O0F[¢] = degf;—([g&(w —y)
6F[¢]

~Shy)

¥y, por lo tanto, recordando la definicién de la variacién §F[¢] podemos aislar el valor de la derivada funcional
como un limite,

(2.1.7)

OF (9] _ o Flé+ed(o—y)] ~ Flo]

59(y) ~ o €
Esta definicién cumple las propiedades bésicas de cualquier tipo de derivada,

5(GI8IF8) _ 6G[4] 5F[4]
oty e T CEllggy
6F[G[p,9)] Jd 6F G191 sG1g)

2. Regla de la cadena: 56() = |dz 5G[6,7) 66(y) )

(2.1.8)

1. Regla del producto:

dp(z)
dp(y)

esta dltima propiedad debe entenderse como una generalizacién de

3. Derivada de la misma funcion:

da

_ 5. 2.1.
dg, ~ % (219)

Gran parte de los funcionales que son de utilidad en las teorias de campos tienen la forma de una integral,

FIo] = [d2 £ (6(6).0,0(0). 0,0.6() (2.1.100)

donde f es una funcién cualquiera, que consideraremos suficientemente bien comportada. En este caso, la
variacién del funcional puede escribirse como la integral de la variacion de f,

of of of
OF[¢] = fda: {%&75 + —6(6u¢)6(a“¢) + 76’(6,&,@)

Tal y como se define la variacién de la funcién argumento, la variacién de la derivada es la derivada de la
variacién. Por lo tanto, la ecuacién anterior puede ponerse en términos de d¢ realizando una integracion por

partes; el termino de superficie se anulara debido a que consideramos variaciones tales que d¢ = 0 en la frontera.
Por lo tanto, teniendo en cuenta la ecuacién (2.1.4) obtenemos

OF[¢) _of . of of
36(z) = 26 a”é’(@,@) +a”a"6(8u0,,¢) . (2.1.10c)

5(6u6y¢)} : (2.1.10b)

2.2. Formalismo lagrangiano

En un sistema lagrangiano de diversos grados de libertad acostumbramos a denotar cada variable con la
misma letra, pero con un indice distintivo, {g;(t)}. En este formalismo, podemos utilizar tantos grados de libertad
como sean necesarios, incluso si son infinitos pero numerables. Sin embargo, existen situaciones de interés fisico
en que existe un numero infinito no numerable de grados de libertad. Un ejemplo tipico es la vibracién de una
cuerda, donde los grados de libertad es la separacién del estado de equilibrio de cada elemento de la cuerda.
Dado que en una cuerda, incluso finita, existe un ntimero infinito e innumerable de elementos diferenciales de
masa, el indice 7 podra tomar cualquier valor en un cierto intervalo del eje real, g,(t). Sin embargo, es mas
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elegante describir los grados de libertad mediante un campo ¢(z,t) := ¢, (¢), tal que representa la separacion
del equilibrio del elemento de masa situado en la posicién z en el tiempo t.

De ahora en adelante consideraremos un sistema descrito por un campo ¢(z) = ¢(t, x), donde ahora x juega
el papel del indice i, que ahora puede tomar valores en una cierta regién del espacio tridimensional.

De esta forma, mediante este proceso de paso al limite continuo obtenemos de forma natural las ecuaciones
de la mecanica clasica de campos. Los sumatorios respecto del indice ¢ deberan reemplazarse por integrales
respecto de z, y las derivadas respecto de g; por derivadas funcionales respecto de ¢(z). Por otra parte, las
funciones dinamicas en el espacio de fases pasaran a ser funcionales de ¢(x) y sus derivadas.

El lagrangiano del sistema pasa a ser un funcional de ¢(z) y ¢(z) = d;¢(z). En gran cantidad de ocasiones
conviene escribir el lagrangiano como la integral a todo el espacio de la variable x,

Lmﬂ=ﬁ%a¢¢@, (22.1)

donde L es la densidad lagrangiana. A lo largo de este curso trataremos, de forma préacticamente exclusiva, con
densidades lagrangianas en vez del lagrangiano completo.
La integral temporal de la lagrangiano es, como de costumbre, la accién del sistema,

smﬂ:ﬁwm@
(2.2.2)

= Jd‘la: L(,0,0) .

Las ecuaciones del movimiento clisicas se pueden obtener como la derivada funcional de S respecto de
¢(z) igualada a cero. Teniendo en cuenta las ecuaciones (2.1.10), se puede demostrar que las ecuaciones del
movimiento son las de Euler-Lagrange,

05 oL oL

5@ 7 36 " % ae.9)

0. (2.2.3)

2.3. Formalismo hamiltoniano

Los pasos para construir el formulismo hamiltoniano a partir de lagrangiano son los mismos en la teoria
clasica de campos que en la mecanica discreta. Para comenzar, repasaremos los pasos necesarios en el caso de
variables discretas.

oL
0’

2. Invertir la relacién anterior para obtener las velocidades en funcién del momento,

1. Definir los momentos conjugados, p; =

3. Definir la funcién hamiltoniana, H = Z pz¢, - L,
i

4. Expresar el hamiltoniano en funcién solamente de p, ¢ y tal vez t usando las expresiones obtenidas en el
segundo paso.

En la teorfa clasica de campos la definicion de momentos se hace utilizando derivadas funcionales de la

lagrangiana,
M(z) = oL (2.3.1)
6¢(z)

y la definicion de hamiltoniana se extiende de forma natural segun las reglas dadas en las secciones anteriores,

H= fd% (z)é(z) — L
(2.3.2)

- fd% (n(g;)qé(z) —L) ,
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donde la primera integral es la generalizacién de la suma sobre i en la definicién discreta. Las ecuaciones del
movimiento la generalizacion directa de la version discreta (1.1.2)!

0H . 0H

P(x) = ()’ (z) = ~50(0) - (2.3.3)

Tan s6lo nos resta por encontrar la generalizacion a una teoria continua del paréntesis de Poisson, ec. (1.1.3),
donde tan sélo tenemos que reemplazar el sumatorio por una integral y las derivadas por derivadas funcionales,

_ s OF 6G ~ 6G OF
{F,Glpg = fd (5¢($) ol(z) dg(x) 6H(m))

El paréntesis de Poisson generalizado del campo y su momento conjugado vendré dado por la delta de Dirac,

(2.3.4)

{6(f,%),1(t,y)}pp = 8 (x—y) , (2.3.5)
y la derivada temporal de cualquier funcional se puede escribir como su paréntesis de Poisson con el hamiltoniano,
dF oF
— ={F H —_—. 2.3.6
ar = Hes T (2:3.6)

Acabaremos esta discusién considerando un ejemplo: el campo escalar real con masa m.

Ejemplo 2.3.1 (Campo escalar real con masa) Consideramos un sistema descrito por la siguiente densi-
dad de lagrangiana,

1 1 .
L= 50,“;5 oo — §m2¢2 , (2.3.7)
donde los indices se suben y se bajan con la métrica n,, = diag(1,—1,—1,—1). El momento conjugado serd
oL .
I{z) = — = ¢(x) , 2.3.8
(z) 5 b(x) (2.3.8)
y por lo tanto el hamiltoniano es de la forma
1 1 1
H=T%0x)-L= §HZ(x) + 5(W))2 + 5m2¢2 : (2.3.9)

2.4. Teorema de Noether

2.4.1. Enunciado y demostracion

El teorema de Noether implementa un procedimiento natural para encontrar cantidades conservadas de un
lagrangiano a partir de las simetrias continuas que posee. En este documento, vamos a obtener este teorema de
forma constructiva. Comenzamos por considerar una transformacién infinitesimal de la forma

ot — o' =gt + sat | (2.4.1)

¢r (1) — ¢:~($I) = ¢r(z) +d¢r(2) , (2.4.2)

Suponemos que esta transformacion es tal que deja invariantes las ecuaciones del movimiento, es decir, deja la
accion invariante, S’ = S.

En este contexto, la variacion d¢ = ¢l.(2') — ¢(x) no tiene por que conmutar con la derivacion parcial, ya

es la diferencia de dos términos con argumentos distintos.
Por lo tanto, nos sera util considerar la variacién con argumentos iguales,

Agr(a) = ¢)(@) — 6 (x)
= (#4(@) = 61@)) + (9,0 = 6 (@) (2.43)
= 6¢r(2) + (¢, (@) = 8,c)) ,

1Las ecuaciones del movimiento pueden deducirse expresando la variacién del hamiltoniano § H de dos formas: a partir de los
campos de los cuales depende, y a partir de la definiciéon (2.3.2). Ver, por ejemplo, [1].
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desarrollando ¢.(z') al rededor de 2’ = z,

/ ! 12 a¢;.

¢ (2') = ¢ (@) + =70
= ¢, (z) + &UL’” (¢r (z) + 69, (m)) dz* + o(dz)? (2.4.4)

0y
oz'* ozt

Sz + o(0x)?

= ¢(x) +

donde hemos considerado tan solo variaciones de primer orden, y ademés hemos tenido en cuenta que 8; =
0, + o(dz*). Por lo tanto, tenemos

A¢p(z) = ¢, (z) — M&w“ . (2.4.5)

OoxH

Por otra parte, la variacién de la accién vendra dada en funcién de la variacién de la densidad lagrangiana,
48 = Jd‘lx' L'(z") — Jd‘lm L(z) , (2.4.6)

donde L'(z') = L(x) + dL(x). Para escribir las dos integrales para la misma variable de integracion, debemos
utilizar un cambio de variables entre ambas. El jacobiano de la transformacion sera de la forma

axlﬂ

d4 !
x oxV

d*z , donde d'z = dz® A dz! A dz? A d2? (2.4.7)

el determinante a primer orden es

1+ a§z0° 06:510
P o G i oSz
IR - B e (a) +o(63")? (2.4.8)

con lo que la expresién para la variacion de la accidén queda

n
88 = Jd‘l;v' oL + fd‘iw (1 + %) L(z) — Jd‘lx L(z)

"
= Jd‘la:' (AE + a—ﬁ&c“) + Jd‘lx 0o L(z) ,

oxh ozt

(2.4.9)

donde en el segundo paso hemos utilizado la ecuacion (2.4.5) escrita para £. Dado que todos los integrandos
son de primer orden en las variaciones, podemos pasar todas las integrales a la variable z (sin prima) sin ningan
jacobiano, ya que éste nos daria contribucién de segundo orden,

— |44 0
08 = Jd z (Aﬁ + o (Loz") ) (2.4.10)
La variacion de la lagrangiana sera
=25 pp 4 205 o,80,)
0r (Oubr) (2.4.11)
[ - s [ a0 *
opr  "0(0upr) | T T L00uer) ]

el primer término se anula por las ecuaciones del movimiento, ec. (2.2.3), por lo que finalmente tenemos

~ oL L 04, ,
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Si la transformacion (2.4.1) es una simetria, S = 0, esto nos implica que existe un vector conservado,

Ok 6¢>—[ oL 4,

(0ur)

llamado corriente de Noether tal que d,j* = 0. La versién integral de esta conservacion, teniendo en cuenta las
componentes espaciales y temporales, nos da

N Ou¢pr) Ox”

- n‘l‘,ﬁ] oz, (2.4.13)

%fd%{jo + Jd3xV j=0, (2.4.14)

donde la segunda integral se puede escribir como una integral a la superficie, que se anulara. Por lo tanto, vemos
que la integral a todo el volumen de j° es una constante del movimiento, que conocemos como carga de Noether

Q  [asx 0
f (2.4.15)
- [dx {156, (2) = [0, = %] 82"}

Existe una versién més sencilla, pero menos potente, del teorema de Noether donde no se tiene en cuenta la
variacién del campo debido a la variacién de su argumento. En este caso, no es necesario definir la variacién de
tipo A¢,, pero a la hora de aplicar el teorema es necesario tener en cuenta cual es la variacion d¢, a causa de la
variacién de su argumento. En el caso méas general que hemos presentado, tan sélo es necesario incluir aquellas
variaciones del campo ¢, debidas al cambio en su forma funcional.

2.4.2. Ejemplos de aplicacién del teorema de Noether
Para profundizar en el estudio del teorema de Noether, resolveremos algunos ejemplos de interés.
Ejemplo 2.4.1 (Simetria de translaciones) Estudiamos transformaciones del tipo
' =gt et (2.4.16)

donde " es el vector de translacion. En este caso, el campo no sufre ninguna variacion intrinseca, 6¢, = 0.
Dado que el pardmetro de la transformacion tiene un indice, el corriente de Noether tendrd un segundo indice
extra,

oc
TH = ——— 0,6, — "L , 2.4.17
a(au¢r) ¢7‘ ( )
y, por lo tanto, tendremos cuatro cargas conservadas para v = 0,
E= Jd3x T% | (2.4.18)
Pt = Jd3xT°i , (2.4.19)

para i = 1,2,3. Estas cargas se interpretan fisicamente como la energia y el momento total. Por lo tanto, tal y
como ocurren en la mecdnica de Newton, la energia se conserva si el sistema es invariante bajo translaciones
temporales, y el momento es constante si hay invariancia ante cambios en el origen de coordenadas.

Ejemplo 2.4.2 (Simetrias internas) En este caso consideraremos un sistema descrito por una serie de cam-
pos, ¢.(x), que es invariante ante transformaciones del tipo

$r(2') = ¢p(@) +i€ Y Arsths(®) , (2.4.20)

sin variacion en el sistema de coordenadas, ¥’ = x. En este caso el corriente de Noether es

. . oL
jH = ze;s: W)\rs¢s(x) , (2.4.21)
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y la carga conservada

Q =ie fd% Y (@) Arsa() (2.4.22)

T,8

Ejemplo 2.4.3 (Simetria de fase global) Consideramos el lagrangiano de un campo escalar complejo de
masa m,

L = 0"¢p0,p* —m>po* | (2.4.23)
que es obviamente simétrico respecto de la transformacion de fase global,
¢'(a') = e“¢() (2.4.24)

donde € es constante. En este caso, el corriente de Noether se obtiene considerando ¢ y ¢* como campos
independientes,

s oLc oL .
J* = (-1) {8(6—M¢($) - W¢ (-T)}

= (=) { (96" @)) #(@) — (3u9(@)) 9" (@)} -

Se hace notar que, excepto un factor constante global, este el corriente de probabilidad que habiamos sugerido para
la ecuacion de Klein-Gordon en la seccion 1.4, ec. (1.4.4), y al que no habiamos podido dar una interpretacion
probabilistica a causa de que la carga conservada, (), podia ser tanto positiva como negativa. Ademds, habiamos
visto que existian soluciones de la ecuacion de Klein-Gordon con energia positiva y negativa, cada una de las
cuales iba asociada a un signo de la carga Q). En la teoria cudntica de campos, como veremos a lo largo de este
documento, las soluciones de aparente energia negativa van asociadas con antiparticulas (de energia positiva, y
por tanto fisicas). Por tanto, para las particulas y las antiparticulas vienen caracterizadas por signos opuestos
en su carga conservada (); esto nos permite asociar la carga de Noether con la carga eléctrica. Por tanto, la
razon microscopica de la conservacion de la carga estd en el hecho de que los lagrangianos sean invariantes ante
transformaciones de fase global.

(2.4.25)

Ejemplo 2.4.4 (Transformaciones de Lorentz) Las transformaciones de Lorentz se representan mediante
aquellas matrices A, que dejan invariante la métrica de Minkowski,

1.1 ! !
p'vt o Ap AV pv
Y = AR A (2.4.26)
. ., . . . ’ ’ ’
Comencemos por caracterizar una transformacion de Lorentz infinitesimal, A¥, = 0¥ + wh |

a = (o 4 ot) (87 + )

. ., (2.4.27)
= nh (1 + 4wl + 84w + o(w)z) ;
y por tanto tenemos
wh” + W =0 . (2.4.28)
Consideramos la transformacion infinitesimal de las coordenadas y el campo,
ot — gt = APg¥ = gt 4wl |
D 1 ” (2.4.29)
¢r(2) — ¢r(2') = 6(2) + W (I")rsds(2) ,
donde I = —I"" son los generadores infinitesimales de las transformaciones de Lorentz, que satisfacen el
dlgebra de Lie
[I[,LV7 I(TT] = T’V(TI[J/T + nu‘rIuo’ - nuTI;w' - nuquT ) (2430)
una posible representacion de esta dlgebra es Iz = o038 — x304. El corriente de Noether en esta ocasion es
1 oL
jH = —w,,,\M””)‘(;U) , donde M*A = THA gV _ THV A 4 7(1”)‘)m¢5(a:) , (2.4.31)
2 0(0udbr)
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y en este caso, las cargas conservadas tienen dos indices,
M = Jdgx MO (2.4.32)

Resulta de interés considerar las componentes espaciales de estas cargas,

M =149 4 849 (2.4.33)

donde
LY = Jd3x (T —T%2%) | (2.4.34)
S = Jdgxnr(w)(f"" Jrs®s(T) (2.4.35)

que estdn asociadas con el momento angular orbital y de spin, respectivamente. Las componentes MY estdn
relacionadas con la conservacion de las coordenadas del centro de masas y no son de nuestro interés.

En el grupo de Poincaré, que agrupa las translaciones espacio temporales, con carga de Noether P*, y
las transformaciones de Lorentz, generadas por M*¥, define la llamada algebra de Poincaré, que cumple las
relaciones

{PH,P,,}PB ~0, (2.4.36)
{M[u/; PA}PB = UUAPM - nux\Pn'U' 5 (2437)
{M;u/; O'T}PB = nVUMl“' + nuTMVa — T]y-,—Muo- — ’I’}MJM,,T . (2438)

2.4.3. Obtencidén de la simetria a partir de las cargas

Una de las ventajas de la version del teorema de Noether que hemos presentado es que dada la carga
conservada podemos recuperar cual es la simetria que la garantiza. De hecho, se puede demostrar que la variacién
a argumentos iguales se puede escribir como el paréntesis de Poisson del campo con la carga,

Ad(z) = {¢r(x)a Q} ; (2.4.39)

PB

donde @ viene dado por la ecuacion (2.4.15). Para demostrarlo, tan s6lo tenemos que calcular el paréntesis de
Poisson segun su definicion,

56,(2) 3Q  00u(x) 5Q
{00}, = ;fdgy (e oty ~ o) 50w

= fd3y 59 (x — ¥)drs [864(4) — 00y (4)3a”]

= 6¢r(a“) - @,,¢7.(.’L')(5.’EV )

(2.4.40)

que es la expresion para A¢,(z), ec. (2.4.5).



Capitulo 3

Cuantizacion del campo escalar real de
Klein-Gordon

En este capitulo comenzaremos por fin la cuantizacién de los campos clasicos. Concretamente, realizaremos
la cuantizacién del campo real de Klein-Gordon libre.

Con este proposito, introduciremos las imégenes de la mecénica cuantica, en concreto la de Schédinger y
la de Heisemberg, dejando la imagen de interaccién para el préximo capitulo. Posteriormente, realizaremos la
cuantizacién canénica del campo de Klein-Gordon, y veremos que se puede interpretar como un ntimero infinito
(continuo) de osciladores arménicos. Utilizando el formalismo de los operadores de creacién y destruccién propio
del oscilador arménico, seremos capaces de construir todos los estados del espacio de Hilbert de la teoria, y
veremos que este espacio no es mas que la suma directa de los espacios de Hilbert de cero particulas (vacio), de
una, particula, de dos, etc.

A continuacién veremos como la cuantizaciéon del campo resuelve el problema de la causalidad; y veremos
como este problema nos lleva a considerar los propagadores, tanto el retardado como el de Feynman. Dejaremos,
pues, la interaccién del campo consigo mismo, o con otros campos, para temas posteriores.

3.1. Imagenes de la mecanica cuantica. Imagen de Schodinger y de
Heisemberg

Dado un operador unitario, UT = U~!, podemos definir una transformacién unitaria del espacio de Hilbert
de la siguiente forma,

) — ) =U ) . (3.1.1)
Las transformaciones unitarias son interesantes que conservan todos los productos de Hilbert,
@lgy —<Y']¢)
= (wiv) (vip)
= (U )
=<Yploy -

Para que los elementos de matriz, (1)|0|$), también sean invariantes ante transformaciones unitarias es
necesario que los operadores transformen de forma homogénea,

(3.1.2)

0— O =U0U", (3.1.3)

como se puede demostrar de forma practicamente trivial.

De esta forma, para cada elecciéon del operador U obtenemos una imagen de la mecdnica cudntica total-
mente equivalente. Las imagenes mas utiles y habituales son las de Schédinger, Heisemberg e interaccion (que
estudiaremos en el siguiente capitulo).

15
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La imagen de Schodinger es la que habiamos introducido en el capitulo 1. Se caracteriza por que los opera-
dores son independientes del tiempo, y los estados evolucionan segun la ecuacion de Schodinger,

S0 = H () | (314

y por lo tanto dependen del tiempo.
Tal y como vimos el capitulo 1, se puede escribir el estado en cualquier instante del tiempo mediante el

operador de evolucion, ec. (1.5.2) .
[(8)) = e [ (0)) (3.1.5)

El operador de evolucién temporal es unitario, cosa que nos permite utilizarlo para realizar una transformacién
unitaria del espacio de Hilbert. Podemos pues considerar la ecuacién (3.1.5) como una transformacion unitaria
que convierte el estado independiente del tiempo, |#(0)), en un estado dependiente del tiempo de la imagen de
Schodinger, [¢(t)). De esta forma definimos la imagen de Heisemberg como aquella en que los estados no tienen
evolucién temporal. Invirtiendo la ecuacién (3.1.5) podemos hallar la relacion entre ambas iméagenes

)" = M (), (3.1.6)
0" (t) = et~ (3.1.7)

Como vemos, pues, en la imagen de Heisemberg la dependencia temporal esta enteramente en los operadores y
no en los estados. Asi, pues, debemos encontrar una ecuacién dinamica para los operadores de la teoria. Esto
se puede hacer de forma directa tomando su derivada temporal y utilizando las definiciones,

d gy 4 im s i
ZdtO (t)—zdt(e O~e )
— _HelHtQSg—iHt | (iHt()S o—iHt [ (3.1.8)

=0H(t) H-H 0" (1),

y, por lo tanto

i%OH(t) - [OH(t), H] , (3.1.9)

es decir, en la imagen de Heisemberg los operadores satisfacen la generalizacién de las ecuaciones de Hamilton,
ec. (1.1.5).

Historicamente, la mecénica cudntica fue desarrollada por Schédinger y Heisemberg de forma practicamente
simultanea, pero en diferentes imégenes. Inicialmente, hubo una gran polémica, ya que no se sabia cuél de las
dos podia ser la correcta, hasta que el joven fisico P. A. M. Dirac demostré que ambas teorias eran equivalentes,
y se relacionaban mediante una transformacién unitaria.

3.2. Cuantizaciéon del campo escalar de Klein-Gordon real

3.2.1. Operadores de creaciéon y destrucciéon

En su versién clasica, el campo de Klein-Gordon real obedece al lagrangiano
1 v 1 2 2
L= 31" 0up0ud — 5m7¢" (3.2.1)
del que se deduce la ecuacién del movimiento,
(aﬂau + m2)¢ ~0. (3.2.2)

El momento es II(z) = ¢(z), y cumple la relacién canoénica,

{p(x,1),TI(y, t)}pg =6 (x —y) . (3.2.3)
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El hamiltoniano correspondiente es
Ip 1 2 1 5.9

El siguiente paso 16gico seria aplicar el procedimiento de la cuantizacién canénica a la teoria de campos. Es
decir, elevamos a ¢(z) y II(z) a la categoria de operadores, con relaciones de conmutacién candnicas a tiempos
iguales,*

[6(x, ), TI(y, )] = id® (x ~y) - (3.2.5)

El primer paso para realizar la cuantizacién consiste en realizar el desarrollo de Fourrier de los campos,
respecto de las variables de espacio,

3
p(z) = J(g;; e®*¢(p, 1) , (3.2.62)
T(z) = J (311;3 ePx[(p,1) , (3.2.6b)

donde ¢(p,t) y II(p, t) son las transformadas de Fourrier del campo y el momento respectivamente. La ecuacion
de Klein-Gordon transformada se escribe de la forma,

(07 +p* +m”) ¢(p,t) = 0. (3.2.7)

Observamos que la ecuacion de Klein-Gordon transformada (en espacio de momentos) corresponde a una colec-
cién continua de osciladores arménicos de frecuencia

wp = Ep =+/p2+m? . (3.2.8)
Recordemos que en la mecanica cuantica de Schodinger, el oscilador arménico

P2 1
Hyy = — + -mw?Q? "o
= om 2" ’ (3.2.9)

se puede cuantizar algebraicamente definiendo los operadores de creacion y destruccion

mw 1
=Al— ,—P 2.1
a 4/% (Q_Hmw > , (3.2.10a)
1
af = T (Q - i_p) , (3.2.10b)
cuyo conmutador es proporcional a la identidad,

[a,aT]=1. (3.2.11)

También podemos escribir los operadores momento y posicién en términos de los operadores de creaciéon y

destruccién
P =4/ h (a +a) (3.2.12a)
2mw ’
1
Q = (—i)4/ Ehmw (a—al) . (3.2.12b)

Se puede demostrar, ver por ejemplo [4], que el espectro del oscilador armonico estd formado por por un
conjunto discreto de estados |n), con n > 0, que se relacionan entre ellos mediante los operadores de creacion y
destruccién,

alny=vn+1n+1), (3.2.13a)
alny=+/n|n-1), (3.2.13b)

INaturalmente, especificar que las relaciones de conmutacién son a tiempos iguales tan sélo tiene importancia en la imagen de
Heisemberg, ya que los operadores son independientes del tiempo en la imagen de Schédinger.
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con lo que un estado cualquiera |n) se puede obtener a partir del estado fundamental a partir de la relacion
[ny = L (@0 . (3.2.14)
n!

El operador ntimero, N = a'a, es titil para conocer el niimero de excitaciones de un estado concreto,
Nny=mnln) . (3.2.15)

Finalmente, el hamiltoniano se puede escribir tan sélo en términos del operador nimero,

Hoy = ho (N + %) . (3.2.16)

Inspirados por estos resultados, podemos suponer que ¢(p,t) y II(p,t) se puede escribir en términos de un
conjunto infinito de operadores de creacién y destrucciéon, correspondientes a un oscilador harménico de masa
unidad, como una generalizacion directa de las ecuaciones (3.2.12). Por lo tanto, los operadores de campo, en
la imagen de Schédinger, quedan escritos de la forma

N P .
D
169 = f (Czljf))g (=) E7 (ape™ — afe ) . (3.2.17b)

En este caso, la relacion de conmutaciéon de los operadores de creaciéon y destrucciéon son
[ap,a]] = 27)6®) (p - p') . (3.2.18)

El operador de creacién, a;, afiade una particula de momento p al sistema, es decir, si el estado inicial es el
vacio |0), es decir

Ip) = al |0y , (3.2.19)

es el estado de una sola particula con momento p.
Utilizando la descomposiciéon (3.2.17) podemos encontrar el hamiltoniano, ec. (3.2.4), en términos de los
operadores de creacién y destruccién,

1 1 1
H= Jd3x [§H2 +5(V9)” + §m2¢2]

= stx J d’p Jd3_k ei(p+k)-x{ _ VEpEx (ap 3 aT_p) (ak B aik)

@n)? | (@) 4

R (3.2.20)
L Pk (a,,—aT_ ) (ak —aTk) +— (ap+aTk) (ak +aTk)
4,/E,Fy, ? k) " 4\ /E, By - -
dBp 1
= J—(27r)3 §Ep {ala, +apal} |
aplicando las relaciones de conmutacién obtenemos
d®p 1
H= JW E, {a},ap + 55(3) (0)} : (3.2.21)

que se puede interpretar como la suma de la energia de infinitos osciladores arménicos. El término que contiene
la delta de Dirac es divergente, pero su origen se puede entender como la suma de la energia de punto cero
de infinitos osciladores. Dado que fisicamente tan sélo tiene sentido hablar de diferencias de energias, podemos
olvidarnos de este término. Para hacerlo, definimos el orden normal de un operador, : O :, como su expresioén
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pasando todos los operadores de creaciéon a la izquierda, y los de destruccién a la derecha, sin tener en cuenta
las relaciones de conmutacion,
d’p
cH:= JW Epala, . (3.2.22)

Siguiendo el mismo procedimiento, podemos encontrar una expresion para el operador momento,

d3p
P= J @)y pajay, , (3.2.23)

donde no es necesario utilizar el orden normal, dado que el momento es una funcién impar, y su integraciéon a
todo el espacio cancela el término divergente.
Para confirmar nuestra interpretacion de que el operador de creacion, a;, anade una particula con momento

p al sistema, consideramos el valor esperado de P sobre el estado a;[, |p,

{0|axPaf o) =f

5 b e 0

= J(gil))z P<0‘ (%T/H 21)356® (p — k)) apaj \0> (3.2.24)
=kklk) =k.

Debe notarse que la interpretacién de particulas de la teoria cuintica de campo depende de la existencia de
los operadores H y P como cantidades conservadas. Por lo tanto, en aquellas teorias que no posean simetrias
bajo translaciones en el espacio tiempo (como por ejemplo las teorias sobre espacio-tiempos curvados), podrian
no ser interpretables en términos de particulas.

Por otra parte, dado que los operadores de creaciéon conmutan entre si, las particulas que estamos describiendo
son bosones, ya que siguen la estadistica de Bose-Einstein, |p,k) = |k, p).

3.2.2. Normalizacion invariante Lorentz
La normalizacién més evidente de los estados,
pla)y=2m)*P(p—q), (naive) (3.2.25)

no es apropiada, dado que no es inariante Loretz. Veamos como transforma la delta de Dirac bajo una trans-
formacion de Lorentz (boost) en la direccion OZ,

’ ’ dpgl
S’ = ") =00 ") |57
P (3.2.26)
E' y /
=4 3 _ 3
0@ —a"),
y, por lo tanto, la manera de normalizar de forma invariante los estados es
play = 2E,(21)*6®(p — q) . (3.2.27)
Esta normalizacién nos obliga a definir los diferentes estados como
Ip) = /2E,al |0) . (3.2.28)

Consideremos ahora el efecto de una transformacion de Lorentz sobre los estados y operadores de la teoria.
Una transformacion de Lorentz general se define mediante la matriz A*,

P — p* = AR pY . (3.2.29)
Sobre los estados, esto se traducira en la aplicaciéon de un operador unitaio U(A),

p) — [P =U(A) |p) = [Ap) - (3.2.30)
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Los operadores de creacién se transfoman segun

V2Epa}, |0) = U(A)y/2E,a] |0) (3.2.31)

_ Eyp
al — U(A)alU™1(A) = /E—p” al, - (3.2.32)

Por otra parte, la relaciéon de completitud sobre el subespacio de una particula se escribe de la forma

de donde obtenemos

3
(ﬂ)l part. = J(;IWI))3 21?1) |p><p| - (3233)

Dado que la identidad es invariante de Lorentz, el elemento de integracién de la integral anterior también debe
de serlo. En efecto, el elemento de integracion de la ecuacion (3.2.33) se puede obtener a partir de una integral

manifiestamente invariante,
dp 1 J d*p A
— — = | —= (27)d(p® — m?) . (3.2.34)
f (2m)® 2B, ] (2m)* 200

Este elemento de integracion inariante puede ayudarnos a comprender la interpretacién del operador campo, ya
que al ser aplicado sobre el estado vacio obtenemos

ds 1 . .
o(x) [0) = f s 5 ™+ ale )

&Bp 1 .
_ T a—ipx
J(QW)S 2B, © Py

(3.2.35)

que no es méas que la descomposicién de Fourrier, invariante Lorentz, del estado correspondiente a una particula
creada en la posicién x.

3.2.3. El campo de Klein-Gordon en el espacio-tiempo

Hasta ahora hemos trabajado en la imagen de Schédinger. Sin embargo, resulta més interesante trabajar en
la imagen de Heisemberg, ya que en ella es més sencillo afrontar los sistemas con interaccion?.
Recordemos que en la imagen de Heisemberg los operadores cumplen la ecuacion de Hamilton, ec. (3.1.9),

iddOtH = [0",H] . (3.2.36)
Particularizando esta ecuacién para el operador campo, ¢ (z), tenemos
A o), for {JV@) + e + e @)}
= % fd:c’{ (¢ (@), TI(@")] TI(@) + TI(2") [¢" (2), T(2")] } (3.2.37)
—i fda:' (a')d(z — a') ,
y, por tanto, tenemos
'd¢gt($) = ill(z) (3.2.38)
idrf) = —i[V?¢" (2) —m?¢" ()] , (3.2.39)

2De hecho, para los sistemas en interacciéon consideraremos una tercera imagen, la imagen de interacciéon, donde los operadores
evolucionan segtn el hamiltoniano libre y los estados tan sélo segun la parte de interaccién. No obstante, la iméagen de interaccién
del hamiltoniano total corresponde a la imigen de Heisemberg del hamiltoniano libre, con lo cual resulta de gran interés estudiar
ésta altima en este capitulo, donde tan solo consideramos teorias libres.



3.3. Propagadores de Klein-Gordon 21

donde la ecuacién para el momento canénico se ha obtenido siguiendo un procedimiento similar al anterior.
Juntando ambas ecuaciones recuperamos la ecuaciéon de Klein-Gordon en la imagen de Heisemberg,
32
— =V +m® ) ¢ (z) =0. (3.2.40)
ot
También podemos hayar las ecuaciones del movimiento para los operadores de creacién y destruccién exper-
sando el hamiltoniano en término de ellos mismos. Los resultados que se obtienen son

d
i % = E,a, , (3.2.41a)
da!
id—t” = —Epa, . (3.2.41b)
La solucién a estas ecuaciones es trivial,
all(t) = ap(0)e’™>! (3.2.42a)
a"T(t) = al (0)e—iE,t (3.2.42b)

donde aI,(O) y a,(0) coinciden exactamente con los operadores de creacién y destruccion en la imégen de
Schodinger que hemos estudiado hasta ahora. Asi, por tanto, podemos escribir los operadores de campo en
imégen de Heisemberg de la forma siguiente,

¢t (z) = d3_p 1 {ape™?7 + aTeip'z} (3.2.43a)
-] (2n)3 \2E, P b ’ -
d3 E . .
" (z) = J@WI)L 7’)(—1') {ape " — a;,e”"z} . (3.2.43b)

Otro resultado importante que se puede demostrar facilmente es
d(x) = e *p(0)e P> (3.2.44)

es decir, el operador momento lineal, P (que no es igual al momento conjugado, II), continta teniendo la
interpretaciéon de generador de las translaciones.

3.3. Propagadores de Klein-Gordon

3.3.1. Microcausalidad
La amplitud de probabilidad de que una particula se porpage de y = (¢,y) a ¢ = (t;,x) viene dada por

D(z —y) = 0|o(z)$(y)|0)

O L] s
(2m)® 2E,

p°=E,

Esta ultima integral se puede resolver de forma aproximada mediante el método de la maxima pendiente. Para
una separacién de tipo espacial, (z — y)? < 0, y para una gran separacion radial, 7 = |x — y|, se obtiene

D(x —y) ~ e mer/h (3.3.2)

que nunca se anula de forma exacta. Por lo tanto, las particulas pueden viajar a velocidades superiores a la
de la luz. Sin embargo, esto no viola el principio de causalidad, ya que no implica la posibilidad de transmitir
informacién a velocidades hiperluminicas.

La condicién que debemos pedir para garantizar la causalidad es que el hecho de efectuar dos acciones en
dos puntos del epsacio tiempo, x e y, separados por un vector de tipo espacial, no se afecten mutuamente; dicho
de otra forma, que conmuten,

[6(z),0(y)] =0, si(z—y)*<0. (3.3.3)
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Im(p°)

Figura 3.1: Circuito de integracion para el propagador retardado. El radio se debe hacer tender a infinito,
R — o0.

El calculo para comprovar que se cumple la condicion (3.3.3) es trivial,

_ d3p jd3k 1 1 —ip-x T ip-z —ik-y T iky
o0, 00] = [1555 [5ms 3 a [owe ™ + e me ] o

EPp 1 ( ipa—y) _ vy
‘J(%PE{G mereny

dado que la separacién z — y es un cuadrivector de tipo espacio, podemos realizar un cambio de sistema de
referencia tal que z° — y° = 0, y dado que integramos a todo el espacio de trimomentos, los dos términos de la
ecuacién anterior se cancelan exactamente.

Otros resultados que pueden ser demostrados de forma sencilla, y nos seran de utilidad posteriormente, son
los siguientes,

do[6(2°,%),$(0,0)]| o_, = —i6®(x) , (3.3.5)
(5”9u + m2) [¢(x), ¢(y)] 0. (3.3.6)

3.3.2. Propagador retardado

Volvamos a considerar el conmutador del operador campo en dos puntos diferentes, ahora considerando una
separacion arbitraria, no necesariamente de tipo espacio,

[6(2), 6(y)] = f% 217;9 {e—im—y) - ez‘p(z—y)}

(3.3.7)
_ f d3p3 { 1 e,z'p.(w,y) } ‘
@) | @B, i

Si consideramos z° > ¢°, para simplificar esta igualdad podemos hacer uso de la igualdad

e—ir(z—y) 1 )
dp® ——— = (=1)2mi e~ (z=y) , 3.3.8
f p2 _ mz ( ) { (2Ep) p0=7Ep ( )

donde la integracion se hace sobre el contorno de la figura 3.1. El factor (—1) se debe incluir ya que la integracion
se hace en el sentido de las agujas del reloj. En el momento de calcular los polos hemos tenido en cuenta que
E2 =p? +m?.

P

e~ (z—y)

+
pO=E,

(—2E,)

+ #e_il"(ﬂ’_y)

pO=E, (_2EP)
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Figura 3.2: Preescripcién para el paso de los polos en el propagador de Feynman.

En el caso y° > z9, el circuito de integracién debe cerrarse por el semiplano superior, y por lo tanto no
contiene ningun polo, por lo que la integracién da cero. Esto nos permite definir el propagador retardado,

Dg(z —y) = 0(z° — y°) (0|[8(x), 6(»)]|0) - (3.3.9)

Para comprovar que el propagador es, en efecto, una funcién de Green retardada asociada a la ecuacién de
Klein-Gordon, debemos comprovar que dicho propagador cumple la ecuacién de Klein-Gordon inhomogénea,
donde el término inhomogéneo es proporcional a la delta de Dirac en todas las variables,

(0“0u +m®) Dr(z —y) = (6", +m”) 0(a° - 4°) (0| [¢(2), $(1)]|0)
— (0"3,6(° — ")) <0[[8(a), #(v)] |0}
+2(9(a° - 4)) (0 <o|[¢<w>,¢<y>]lo>)
+0(a° = ) (0“0 +m?) 0| [$(2), ()] [0

el dltimo término de la segunda igualdad es nulo en virtud de la ecuacion (3.3.6). Teniendo en cuenta que la
derivada de la funcién paso de Heaviside es la delta de Dirac, la ecuacion (3.3.10) se escribe de la forma

("0, +m?) Dr( —y) = (3" — 1)) (0| [¢(2), 6(1)]|0) +26(a° — 4°) 0| [do(), $()]|0)
= 6(z° —y°) (0| [TI(), p(y ]|0> (3.3.11)
= 6(z° —y°)(-)dP (x —y) ,

finalmente obtenemos el resultado deseado,

(3.3.10)

(00, +m?) Dr(z —y) = —idW(z —y) . (3.3.12)

El hecho de que el propagador retardado corresponda a la funcion de Green retardada del sistema nos permite
calcularlo empleando toda la poténcia del método de las funciones de Green. En particular, el propagador
retardado se puede calcular realizando la transformada de Fourrier de la ecuacién de Klein-Gordon para el
propagador, ec. (3.3.12).

3.3.3. Propagador de Feynman

El propagador de Feynman se define de la misma forma que el propagador retardado, pero con un convenio
para el circuito de integracion diferente. Concretamente, para el propagador de Feynman utilizaremos el circuito
de la figura 3.2. Esta forma de pasar los polos del integrando es equivalente a la preescripciéon +ie, es decir
d*p i
2m)4 p2 —m? +ie

Dp(z—1y) =J( exp{—ip-(x—y)} . (3.3.13)

Para que la integral curvilinea no contribuya, para z° > y° debemos cerrar el circuito de integracién por
debajo, ver figura 3.3(a), y la integral que nos queda es la misma que da D(z — y),

Dp(x —y)=D(z —vy), siz? >0 . (3.3.14a)

En cambio, para z° < 3°, debemos cerrar la integraciéon por el semiplano superior, ver figura 3.3(b), y

tenemos un cambio de signo en el argumento de la integral, por tanto

Dp(x—y)=D(y —x) siz? <. (3.3.14b)
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Figura 3.3: Circuitos de integracién para el propagador de Feynman.

Resumiendo las ecuaciones (3.3.14) tenemos

Dp(z —y) = 6(z° —y°)D(z —y) +6(y° — 2°)D(y — x)
= 6(z" — y°) 0] p(x)p(y)|0) + O(y® — 2°) 0| B(y)p(2)|0) .

Podemos simplificar esta ultima expresion mediante el operador de ordenacién temporal,

Dr(w - y) = {0|T{e(x)sw) }|0) . (3.3.16)

(3.3.15)



Capitulo 4

Teorias con 1nteraccion

Hasta el momento tan solo hemos considerado teorias sin interaccion. No obstante, el mundo real esta repleto
de circunstancias de interés donde se producen interacciones entre las diferentes particulas y campos. Asi, pues,
debemos de ampliar nuestra teoria para incluir los sistemas en interaccién.

Los sistemas en interaccion se describen a partir del sistema libre, afadiendo los términos de interaccién
correspondientes al lagrangiano, es decir

Ltotal = Liibre + Linter. - (4.1)

En esta leccion consideraremos tan sélo interacciones del campo escalar real, es decir, donde Liipre €s el lagran-
giano de Klein-Gordon, ec. (3.2.1).

En primer lugar, estudiaremos el ejemplo mas sencillo de interacciéon: una fuente externa clasica. Este
sistema puede ser resuelto de forma exacta sin grandes complicaciones. Posteriormente pasaremos a estudiar
los términos de autointeracciéon de los campos consigo mismos. Para ello estudiaremos un ejemplo concreto de
teorfa en interaccién, la teoria A¢*. Este tipo de interacciones son mucho méas complicadas y no pueden ser
resueltas de forma exacta, sino que requieren de técnicas perturbativas.

Los calculos perturbativos se pueden sintetizar mediante unas reglas diagramaéticas ideadas por Feynman.
En este capitulo enunciaremos y demostraremos de forma las reglas de Feynman para la teoria escalar A¢*.

4.1. Interacciéon con una fuente clasica

En esta seccion estudiaremos el campo escalar de Klein-Gordon en interacciéon con una fuente externa,
Linter. = j(z)d(x), es decir

1 1 . .
L= 50"(x) 0ud(x) — 5m’¢*(2) + j(2)¢(2) - (4.1.1)
Este sistema corresponde a la ecuacién de Klein-Gordon con un término inhomogéneo,
(aﬂa,, ¥ m2)¢(m) = j(z) . (4.1.2)

Dado que conocemos la funcién de Green retardada de la ecuaciéon de Klein-Gordon, Dg(x — y), podemos
escribir de forma inmediata la solucién general de la ecuacion (4.1.2),

6(x) = do(c) + fd‘*yDR(m — i), (4.13)

donde ahora ¢o(x) representa el campo libre, ec. (3.3.4). Supongamos que la fuente actia tan sélo un tiempo
finito, es decir, que j(z) — 0 cuando 2° — Fo00. Substituyendo la expresién para Dg(z—y), ecs. (3.3.9) y (3.3.7),

3 1 . .
o(x) = f d’p 1 (ape™#" + a;,e””)

3
(2m) zf” . (4.1.4)
p

25
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Si tomamos el limite z° — 400, la funcién paso siempre tomars el valor +1, y podemos reescribir la ecua-
cion (4.1.4) en términos de la transformada de Fourier de j(y), cosa que nos permite eliminar la integral
implicita sobre y,

o 3 ; , ; .
o) == [0 ﬁ{(aﬁ%@ﬂp)) e (al— QEPJ”*(m) } @)

Tal i como vemos, la ecuacién (4.1.5) sugiere que para incorporar la interaccion tan sélo es necesario realizar la
substitucion

i,

ap — ap + —QEPJ(P) ; (4.1.6a)
i

a;r) — a;, - i*(p) - (4.1.6b)

\2E,

Aplicando la substitucién (4.1.6) al hamiltoniano renormalizado, ec. (3.2.22), obtenemos

3 . .
:H:=J((;TI))3 E, <a;,— \/;ij*(p)) <ap++Epj(p)) . (4.1.7)

Debemos notar que, con este nuevo hamiltoniano, el estado vacio tiene cierta energia no nula,

d°p
0|H|O — 4.1.8
o = [ P il (@19
La ecuacion (4.1.8) nos permite interpretar la cantidad
1 2
—17 4.1.
oF, 3())| (4.1.9)

como la densidad de probabilidad de que la fuente clasica j(z) cree una particula de energia E, y momento p.
Por tanto, el namero total de particulas creadas por la fuente se puede escribir como

_ f(d p3 5 L i = (4.1.10)

4.2. Interaccién de campos

4.2.1. Introduccién

Tal y como hemos comentado con anterioridad, en este capitulo consideraremos lagrangianos con términos
de interaccién, cogiendo como teoria modelo el lagrangiano

1 A
= 5(0"¢(2)) (dud(@)) — 2¢>2( )= @) - (4.2.1)
En unidades naturales, i = ¢ = 1, las dimensiones de las diferentes magnitudes son
[S]=1, (4.2.2a)
[£]=L7*=M*, (4.2.2b)
[¢] =L~ =M*, (4.2.2¢)
[\ =1. (4.2.2d)

La ecuacién (4.2.2a) viene del hecho que A tiene dimensiones de accién, y hemos elegido i = 1. La ecua-
cién (4.2.2b) se deduce del hecho que la accion es la integral a todo el espacio de la densidad de lagrangiana,
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L, y el elemento de integracién tiene dimensiones de L* = M. La ecuacién (4.2.2c) se deduce de requerir
homogeneidad dimensional en los términos cinéticos y de masas del lagrangiano, donde se ha de tener en cuenta
que [0,] = L™' = M. Por ultimo, la ecuacion (4.2.2d) se deduce de (4.2.2¢), ya que el término A¢* debe tener
las mismas dimensiones que la densidad de lagrangiana, ec. (4.2.2b).

Ya hemos mencionado que, en este capitulo, tan sélo consideraremos el lagrangiano de interacciéon A¢*(zx),
pero existen muchos otros ejemplos de lagrangianos de interaccién, que pueden ser estudiados utilizando basi-
camente los mismos métodos que consideraremos en este capitulo. Algunos ejemplos de interés son

Espin = "Z(lﬁ - m)‘ﬁ ) (423)
1
Loni = 5Fu P, Fu = 0,4, — 0,4, (4.2.4)

El argumento de renormalizacion nos asegura que las constantes de acoplamiento que acompafan los dife-
rentes términos de interaccién no pueden tener una dimensionalidad con potencias negativas de masa. En los
célculos, deberemos considerar elementos de matriz del tipo

A = (Y| Hing 1) - (4.2.5)

En muchas ocasiones deberemos acotar el momento introduciendo un cut-off, A. Para obtener cantidades adi-
mensionales, como la amplitud de probabilidad, obtendremos términos del estilo

ANE (4.2.6)

que tan sélo seran finitas en el limite A — oo si el exponente es negativo, a < 0. Por argumentos dimensionales,
dado que [A] = M, el exponente a sera del mismo valor, pero signo contrario, que la dimensionalidad de la
constante de acoplamiento, [A] = M . Asi, pues, la condicion a < 0 se traduce en que la dimensionalidad de
las constantes de acoplamiento no puede contener potencias negativas de M.

4.2.2. Imagen de interacciéon

En las situaciones en que un hamiltoniano general se puede descomponer en una parte libre (resoluble) y en
una parte de interaccién, que es pequena respecto de la libre,

H = Ho + Hins (4.2.7)

resulta util definir una nueva imagen, la imagen de interaccion, también llamada de Tomonaga o de Dirac. En
esta nueva imagen de la mecénica cuéntica, el operador unitario que define la imagen es simplemente el operador
de evolucién asociado con la parte libre de la teoria,

U = etfolt=to) (4.2.8)

Siguiendo los métodos de la seccién 3.1 se puede ver que las ecuaciones dindmicas para los operadores y
estados son las siguientes,

0 |a(t)); = HiInt le(t)); (4.2.9)

10,01 (t) = [0'(t), H]], (4.2.10)

es decir, los operadores de la teoria evolucionan con el hamiltoniano libre, dejando para los estados tan sélo la
evolucién con el término de interaccién.

En el apartado 3.2.3 ya habfamos encontrado la expresién de los operadores de creaciéon, destruccion, y de

campo en la imagen de Heisemberg libre, que corresponde a nuestra imagen de interaccién. Recordemos que
teniamos

a;; = Ua,UT = a e iHot=t0) | (4.2.11a)
aI; = Ua;f,UJr = e"'Tjr"(t_t")(z;,rJ , (4.2.11b)

d®p 1
o) = Us = |8

{aye " + ale? "} (4.2.11c)
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Consideramos el operador que relaciona las imagenes de Heisemberg con la de interaccién, que no es més
que el operador de evolucién para los estados en imagen de interaccién,

Ul(t, to) = eitolt=to)g=iH (t=t0) | (4.2.12)
tal que

)" = Ut to) [, (4.2.13a)
O = U(t,t0) OB U'(t,ty) , (4.2.13b)

o bien, invirtiendo las relaciones,
[T =TTy, (4.2.14a)
O =UT(t,t0) O' U(t, to) - (4.2.14b)

Consideramos la derivada temporal del operador de evolucién U (¢, to),
i0,U (¢, 1) = ietolt=to)j foe=iH(t=to) 4 joifolt—to) (_j)F (¢ — tg)e~ H(t=t0)
— eiHo(t—to) (H _ HO) e—iH(t—to)

(4.2.15)

— eiHo (t_tO)H~Ste_iH(t_t0)
m
= HiIntU(t’ tO) ’
donde en la dltima igualdad hemos utilizado la definicién de los operadores en imagen de interaccién. De ahora

en adelante, utilizaremos la notacién Hi,; para el hamiltoniano de interaccién en imagen de interaccién. Asi,
pues, la ecuacién diferencial que cumple el operador U(t,t0) es

iU (t,t0) = HimU (£, t0) - (4.2.16)

La solucién de la ecuacién (4.2.16) se puede expresar en términos de una serie de Neumann,

t t t1
U(t, t(]) =1+ (—l) J dt1 Hing (tl) + (—i)z J dtq J dts Hing (tl)Hint (t2)
fo fo o (4.2.17)

t t1 to
+ (—i)? f dt, f dt, J dt3 Hing(t1)Hing (t2) Hing (t3) + -+ .
t t t

0 0 0

La serie de Neumann puede modificarse de forma que todas las integrales tengan el limite superior igual mediante
el uso del operador de ordenacién temporal,

Ult,to) = 1+ (—i) Jtdtl Hi(t1) + (_2“2 J tdtl Jtdtg T(Him(tl)Hint(tg))
t

to o to

+ (—é')3 Jt tdtl fdt2 rdtg ,T(Him(tl)Him(tz) Hint(tg)) 4o (4.2.18)
0 t

to 0

=1+ i (=" Jtdtl ---dt, T(Hint(tl) o Hint(tn)) -

|
n: to

Formalmente, la serie anterior se puede representar como el orden temporal de la exponencial, es decir

Ult,te) =T lexp {—z’ f tdt’Him(t’)H . (4.2.19)

0

Otra expresion posible para el operador U (t,tg) es

U(t, t') = etlo(t—to)g=iH (t—t') o —iHo(t'~to) (4.2.20)
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La demostracion de que la expresion (4.2.20) es equivalente a las anteriores se realiza comprobando que también
cumple la ecuacioén diferencial (4.2.16). Mediante esta nueva expresion, resulta trivial demostrar las propiedades
siguientes,

Ulty, ta)U (ta, t3) = Ulty, t3) , (4.2.21)
Uty t3)UT(ta, t3) = U(ty, ta) . (4.2.22)

4.3. Correladores. Ecuacion de Gell-Mann—Low

En una teoria con interaccion, el estado fundamental (vacio) no tiene por qué coincidir con el de la teoria libre.
Llamaremos |[Q2) al nuevo estado fundamental del hamiltoniano completo, con energia Eq = (2| H|Q); mientras
que continuaremos reservando |0) para el estado fundamental del hamiltoniano libre. Llamamos correlador o
funcion de correlacion al valor esperado de la ordenacion temporal de un producto de operadores de campo,

<Q‘T(¢H (@)™ () ) ‘Q> (4.3.1)

Sean |n) los estados propios del hamiltoniano completo, con |n = 0) = |Q2). Consideramos la evolucién del
vacio libre por el hamiltoniano completo durante un tiempo T,

e HT |0y = ¢ BT |(Q|0) + Z e BT Iny(n|0) , (4.3.2)
n#0

donde, si el término de interaccion es pequefio (condicién necesaria para que la teoria de perturbaciones tenga
sentido), podemos considerar que {(Q]|0) # 0. La ecuacién (4.3.2) nos ensefa que, si el exponente fuera real,
podriamos obtener el vacio de la teoria de interacciéon a partir del libre, simplemente considerando el limite
T — oo. Otra forma es dotar de una pequena parte imaginaria, negativa, al tiempo T'; es decir,

—zHT |0>

Q= —_— 4.3.3

= Taf(l ie) e~ T (O]0) ( )
Dado que tomamos el limite al infinito, el resultado no se ver4 afectado si realizamos el cambio T' — T +tg en el
numerador. Ademas, dado que Hy |0) = 0, podemos afiadir cualquier funcién de Hy multiplicando la expresion

anterior. Es decir, tenemos

e tH(T+to) g —iHo(—T~to) |

)= lim . 12 ,
T—o0(1—ie) e~ Bo(T+t0) ((]0)

comparando esta ultima ecuacion con la expresion (4.2.20) podemos escribir el vacio del hamiltoniano completo

en términos del operador U (t,t'). Siguiendo un procedimiento anélogo (o tomando el complejo conjugado de la

ecuacion anterior) podemos escribir también el bra, (€}|. Los resultados finales son

(4.3.4)

U(to,—T)|0
= Taf(l i) e~ z}«J(o?T+t0))<|Q|>O> (4.3.5a)
©f= ) (4.3.5b)

T—»Oﬁ?il ie) €7 iBo(T—to) <0|Q>

Debe notarse que todas las magnitudes que aparecen en los miembros de la derecha de las ecuaciones (4.3.5)
son conocidos y pueden calcularse.
A modo de ejemplo, aplicaremos las ecuaciones (4.3.13) para el calculo del correlador a dos puntos.

Ejemplo 4.3.1 (Correlador a dos puntos) Consideramos el correlador a dos puntos, con z° > y° > t,
([T (6" @)6" ) |2) = (26" (26" )] . (4.3.6)
Podemos expresar los campos en la imagen de interaccion recordando la ecuacion (4.2.14b),

¢ (2) = UM, t0)p(2)U (2°, o) (4.3.7)
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donde, de ahora en adelante, ¢(x) representa la imagen de interaccion. Por lo tanto, por substitucion directa,
tenemos

OJU(T, t0)UT (2, t0)p(2)U (2°, t0)U " (4°, t0)p(y)U (4°, t0)U (to, —=T)|0)
<Q ‘T(¢H ¢H ) ‘Q> e—iEo(T—to) <Q|()>* e—iEo(to+T) {Q]0>

_ U0V, 5)60)U 6, ~T)]0)
e BT (O]

(4.3.8)

?

donde hemos usado la propiedad (4.2.22). Podemos calcular el denominador teniendo en cuenta que (2|2) =1,
lo que nos da la condicion

_—<O|U(T oy 4 4.3.9
QU0 = e =L (4.3.9)
con lo que, finalmente, tenemos
0]U(T, 2°)p(2)U (2, 4°) $(y) |0>
(o|r(¢" @) w))|0) = Tt O[T, T)|0> (4.3.10)

En general, sin realizar ninguna suposicion sobre el orden temporal, y teniendo en cuenta la ecuacion (4.2.19),
el numerador de la ecuacion (4.3.10) toma la forma
0> , (4.3.11)

ot I g c 0 ’
<0 T {e—lfmodt Hinag(t )¢($) exp (J dtlHint(tl)> ¢(y) efzf—'rdt Hins (¢ )}

yO
pero en el interior del operador de ordenacion temporal, el orden de los operadores no importa, por lo que
podemos ajuntar todas las integrales. El resultado final es

(@) - i T o))

T—00(1—ig) <0‘e*iffrpdt Hins(t") 0>

En general, la funcién de correlacién de n puntos se puede escribir de la forma

0|T3¢(z1) - p(xn) exp(—i [~ pdt' Hing (' 0
(-l -y, S AL s

ésta es la ecuacion de Gell-Mann—Low.

4.4. Teorema de Wick

Las funciones de correlacion guardan toda la informacion de la teoria; en particular, son las que nos pro-
porcionan la conexién con las amplitudes de scattering que pueden medir los experimentales. Por lo tanto,
deberemos considerar en un gran nimero de ocasiones el valor esperado en el vacio libre de un producto de
operadores de campo, como los que aparecen en la ecuacién de Gell-Mann-Low. En ese sentido, nos sera de gran
utilidad disponer de una forma sistemética de poder calcular dichos valores esperados: el teorema de Wick. En
esta seccién enunciaremos y ejemplificaremos dicho teorema. Por ultimo, realizaremos la demostracion formal
del mismo.

4.4.1. Enunciado y ejemplos

El teorema de Wick establece la siguiente igualdad

T(d)(ml) - ¢(a:n)> = N((;S(xl) -+ ¢(xy,) + todas las contracciones) , (4.4.1)
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donde N indica orden normall. La contraccién de dos operadores es equivalente a realizar su conmutador,
veamoslo de forma constructiva.

Recordemos que los operadores de campo se pueden descomponer en sus partes de frecuencia positiva y
negativa,

p(x) = ¢~ (z) + 97 () , (4.4.22)
— d3p 1 ip-x
¢ (z) = J(2W)3 \/Ea;gep . , (4.4.2b)
3 .
¢*(z) = f(gwl)z 21Ep aye” P L (4.4.2¢)
p =Ly

debido a la forma en que estos operadores contienen los operadores de creacién y destruccién, ambos aniquilan
al vacio por uno de los dos lados,

¢ 10)=0, (4.4.3a)
O]~ =0. (4.4.3b)

Consideramos el producto de dos campos, para z° > 3,
T(9(2)6W)) = " (@)6* () + ™ (@)6* (W) + 9™ (@)~ (W) + 6" (2)6™ W)
= " (@)t W) + 9 (@67 W) + 0 @6 W)+ & W) (@) + [67 (@), )] -

Recordemos que el orden normal consiste en situar a la derecha los operadores de creaciéon, y a la derecha los
de destruccién. Traducido a operadores de campo, esto significa pasar a la derecha los operadores ¢~ y a la
izquierda los ¢, por lo tanto, tenemos

(4.4.4)

T(¢@)6)) = N(6@9em) + [¢* @), ¢ @] - (4.4.5)

En el caso de que hubiéramos escogido el orden temporal al revés, y° > 20, el conmutador apareceria al revés.
Para tener en cuenta este cambio, definimos la contraccion de dos campos de la forma siguiente

b = {5 w2 (40

Pero recordemos que precisamente el conmutador era la definicién del propagador de Feynman, con la prescrip-
cién correcta para el paso de los polos, con lo cual tenemos

$(@)d(y) = Dz —y) . (4.4.7)

Volvamos al teorema de Wick. Debemos sumar todas las contracciones posibles, es decir, tendremos tér-
minos con una contracciéon, con dos, etc. Veamos los dos ejemplos més sencillos. Para simplificar la escritura,
utilizaremos la notacion ¢; = ¢(x;).

Ejemplo 4.4.1 (Teorema de Wick con tres campos) La aplicacidn del teorema de Wick a tres campos es
practicamente trivial, en este caso solo podemos tener términos con una o ninguna contraccion,

T(¢1¢2¢3) = N(¢1¢2¢3 + ¢1'_<'ﬁ2¢3 + ¢1<'bz_<|i>3 + M%)
= :¢p1¢2¢3: + Dp (21 — 22)¢3 + Dp (22 — 23)¢1 + Dr(z1 — 23)¢2 .

(4.4.8)

1En capitulos anteriores habiamos utilizado la notacién :: para el orden normal. A partir de ahora, tomaremos ambas notaciones
como sinénimas, reservando la notacién de dos puntos para casos en que la expresién a ordenar sea relativamente pequena.
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Ejemplo 4.4.2 (Teorema de Wick con cuatro campos) En este caso, tendremos términos con cero, una
y dos contracciones,

T(¢1¢2¢3¢4) = N(<751 G2p304
1 T 1 T 1 1 1 1
+ 01020304 + G1P20304 + P1P2P304 + P1P203P4 + P1D20304 + P1P2P304

— [/ [/ 1
+ GL20901 + Pr1d20501 + DrL920561 )
= :P1¢20304:
+ Dp(z1 — 22):¢304: + Dp(21 — 73):¢2¢4: + Dp(21 — 74):¢263:
+ Dp(x2 — x3):01P4: + Dp (22 — 24):0103: + Dp(x3 — T4):001 Po:
+ Dp(xy —22)Dp (23 — x4) + Dp(z1 — 23)Dp (22 — 24) + Dp(x1 — 24)Dp(22 — 23) .

(4.4.9)

Dado que a menudo nos interesara tomar el valor esperado sobre el vacio libre, y el valor esperado de
cualquier ordenaciéon normal siempre es cero, tan sélo contribuirdn aquellos términos donde todos los campos
estén contraidos.

4.4.2. Demostracion del teorema de Wick

Vamos a proceder por induccién. Para un sélo campo, dado que no se pueden formar contracciones y las
ordenaciones normal y temporal son irrelevantes, el teorema se cumple trivialmente. Para dos campos también
se cumple, ya que es el caso que hemos estudiado para definir las contracciones. Supongamos, pues, que el
teorema es valido para m — 1 campos, y vamos a demostrar que, entonces, también lo es para m campos; de
esta forma el teorema quedard demostrado para cualquier nimero de campos.

Consideremos la ordenacién temporal de m campos y apliquemos el teorema de Wick para m — 1 de ellos,
ya que sabemos que en este caso se cumple;

w
T(¢1¢2 - ¢m) = ¢1N(?¢$2 -+ - om + contracciones sin ¢I) . (4.4.10)

El siguiente paso consiste en separar las componentes de frecuencias positivas y negativas de ¢, y conmutar los
términos de forma que quede de nuevo el orden normal. Para facilitar la notacién, llamamos W a los términos
que aparecen dentro del orden normal en la ecuacién (4.4.10). El resultado que se obtiene es

T(¢1¢2 o ¢m) _ N(¢;W) + N(W¢1+) + [¢1+, N(W)] . (4.4.11)
Consideraremos ahora los términos sin ninguna contraccion,

BN (92 9m) =N (b2 9m ) + 01 N (02 m) |

(4.4.12)
= N (62 oo + [#,82]ds - b+ + b2+ bna [67 6] -
donde hemos utilizado la conocida propiedad del conmutador de un producto,
[A, B1B; - -Bm] = [A,Bl]Bz - Bp, + By [A,B2]Bg -Bp+--++B1By--- By [A,Bm] . (4.4.13)

Dado que todos los ¢+ conmutan entre si, podemos substituir todos los ¢; que aparecen en los conmutadores
del segundo miembro de la ecuacion (4.4.12), con sus respectivas partes ¢,

STN (62 0m) = N(02- ol +[6F,67105- b + -+ b2 b 1[8 6] ) (44.14)

y podemos asociar estos conmutadores con la definicién de la contraccion,

HIN (920 6m) = N(62 - omdi + 010205+ fm +- + G2 bmadm ) - (44.15)
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El primer término del segundo termino de la ecuacion (4.4.11), y el de la ecuacion (4.4.15) obtenemos el término
son contracciones completo. Los restantes términos de la ecuacion (4.4.15) corresponden a todas las contracciones
con ¢;.

El mismo procedimiento se ha de repetir con todos los términos con una, dos, etc. contracciones. En todos
los casos, obtenemos un término que no anade contracciones mas todos los términos con contracciones de ¢y,
que son justamente los que nos faltan para completar el teorema de Wick con m campos. Esto completa la
demostracion del teorema. o

4.5. Representaciéon diagramatica y teoria de perturbaciones

El calculo de elementos de matriz sobre el vacio libre, utilizando el teorema de Wick, es tan sistematico que
Feynman ideé un método de hallar su solucién utilizando tan sélo una representacién diagramética de cada
término. Consideremos, por ejemplo, el valor esperado de cuatro operadores campo, cuya expansion segin el
teorema de Wick viene dada por la ecuacion (4.4.9),

O[T (61620001) o)

Dp(xy —x2)Dp(x3 —x4) + Dp(x1 — 23)Dp(x2 —x4) + Dp(x1 — 24)Dp(x2 — x3)
3 4
z z 3 4 3 zt

— + + / )
¢ ¢ /
1 2

x x
! x? ! x?

(4.5.1)

Podemos interpretar cada linea de los diagramas como la trayectoria de una particula que se crea en un extremo
y se destruye en el otro.

Sin embargo, a menudo nos interesa el cilculo de las funciones de correlacién, es decir, de los valores esperados
sobre el vacio de la teoria con interaccion; pero las técnicas que hemos desarrollado tan sélo son utiles para el
vacio libre: debemos utilizar la ecuaciéon de Gell-Mann-Low, ec. (4.3.13).

Si el término de interaccién es pequefio, se puede tratar como una perturbacién. De esta forma, podemos
desarrollar las exponenciales que aparecen en la ecuacién de Gell-Mann—Low, y realizar el calculo orden a orden
de forma perturbativa,

<Q‘T(¢1 ) ‘Q> ) <0‘T [¢1 (1 —int' Hing(t) : ;—jjdt’ Jdt” Hing (t')Hing (t") + )] ‘0>’ w52
<O‘T (1 — Jdt’ Hin (8) + % fdt’ Jdt” Hing (8') Hing (8") + - - ) ‘0>

donde se debe tener en cuenta que las integrales se hacen entre —T y T, con T' — o0(1 —¢). En estas seccién nos
dedicaremos al célculo del numerador de la ecuacion (4.5.2). El denominador se calculara de la misma forma,
salvo que en este caso no tendremos puntos externos. En posteriores secciones nos preocuparemos de ajuntar
los resultados de numerador y denominador.

El orden cero, o nivel drbol, donde se aproxima la exponencial por la identidad, es igual a la contribucién
de los correladores libres. Vamos a ver un ejemplo de célculo de contribuciones a primer orden, o a orden de un
loop. Para ello, utilizaremos una teoria de prueba el hamiltoniano de interaccién A¢*,

Hin = 3 [€2 6201620002 (453

dado que en la ecuacién (4.5.2) el hamiltoniano de interaccién siempre aparece integrado respecto del tiempo,
podemos escribirlo siempre como una integral a todo el espacio tiempo,

jdt Ht) = jd4z¢<z>¢<z>¢<z>¢<z> . (4.5.4)
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Calcularemos en primer lugar la contribucién hasta primer orden a la funcién de correlacién de dos puntos.
El numerador de la ecuacion (4.5.2) es de la forma,

1 s= (0] (¢(e)o0) [0) - 3 a2 (o] (@)otee1o160:16) o) (4.55)

Como el teorema de Wick implica orden normal, s6lo contribuiran los términos con todos los campos contraidos.
Dada la estructura de la ecuacién anterior, solo tenemos dos tipos de contracciones, cuando los campos externos,
#(z) y ¢(y) estan contraidos entre si (hay tres contribuciones de este tipo, correspondientes a las tres formas de
contraer entre si los cuatro campos internos), y cuando estan contraidos con campos externos (hay 4 x 3 = 12
formas de obtener esta contribucion). Es decir, tenemos

1, = {0|o()é()|0)
——Jd“ {s(olb@dwbedad@da o) + 12 (ofsbwdderbade)o

=Dp(z —y) — % fd‘lz{?)DF(a: —y)Dr(0)Dg(0) + 12Dp(x — 2)Dp(y — z)DF(O)} ,

} (4.5.6)

o bien, utilizando los diagramas de Feynman,
. o—Q—o
L=x2e—e@Y + 10— +z Y (4.5.7)
z

Como vemos, los diagramas llevan implicita la integracion respecto los puntos internos, asi como el factor
numérico debido a las diferentes formas de contraer los diferentes puntos.

4.6. Las reglas de Feynman

4.6.1. Reglas de Feynman en espacio de posiciones

Cada diagrama de Feynman lleva asociado un valor. Las recetas que nos permiten obtener dicho valor a
partir del diagrama se conocen como reglas de Feynman. Vamos a derivarlas a partir del calculo explicito de un
diagrama a tercer orden, o a tres loops. En concreto, elegimos el diagrama representado por la contraccién

1 A\ 4, |44 4
3 —igy ) 4%z [dlw |dtu 0), (46.1)
que corresponde al diagrama,
e Q 8 oy . (4.6.2)

El nimero de contracciones que llevan a un diagrama equivalente al anterior es

0| $(@) (1) B(2)0(2) $(2)(2) (1) (1) b(w) () S (11) () (w) ()

= intercambio de los tres vértices; 3! = 6,
= permutaciones en z, 4!/2! = 12
= permutaciones en w, 4! = 24,

= permutaciones en u, 4!/2! = 12,
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= doble contraccion u—w, 1/2,

que suman un total de 10368 posibilidades. Este factor de multiplicidad debe dividirse por el 3! que proviene
de la expansion de la exponencial.

Para simplificar las reglas de Feynman, por cada vértice siempre afadiremos un factor 4!, que se cancelars
con el factor A\/4! que acompaifia al término de interaccién. Esto se corresponderia al caso de que todos los
diagramas fueran diferentes. El factor 1/n! de la expansion de la exponencial ya tiene en cuenta el intercambio
de todos los vértices. Para tener en cuenta el posible intercambio de lineas, necesitaremos dividir por un factor
de simetria, s. Si un diagrama queda invariante al intercambiar n extremos de lineas, deberemos afiadir un
factor n! al factor de simetria. Si un diagrama queda invariante al intercambiar n lineas (que unen los mismos
puntos), anadiremos igualmente un factor n!. Veamos algunos ejemplos

—Q— — factor 2!,

— factor 2! x 2! x 2! | @ — factor 4! .

En el primer diagrama de la segunda linea, dos de los factores 2! provienen de la posibilidad de intercambiar
los dos extremos de cada loop, mientras que el tercero proviene de poder intercambiar las dos lineas completas.
Volviendo al diagrama que nos interesa, ec. (4.6.2), el factor de simetria tiene dos factores 2! debido al
intercambio de extremos en los loops en z y u; més otro factor 2! debido al intercambio de las lineas entre w y
u. Por tanto, el factor de simetria total es s = 8.
Asi, pues, las reglas de Feynman se pueden resumir en los cuatro puntos siguientes,

— factor 2!,

(4.6.3)

1. por cada linea, ahadimos un propagador de Feynman entre sus extremos,

re——oY =Dp(z—y). (4.6.4)

2. Por cada vértice, afiadimos un factor (—iA) y lo integramos a todo el espacio-tiempo,

2 = (—i\) fd‘*z ) (4.6.5)

3. Puntos externos, factor unidad.
4. Por ultimo, dividimos por el factor de simetria.

Asi, pues, el diagrama (4.6.2) toma el valor
Lo 34, |4 4 2 2
g(—z)\) d*z [d*w |d*uDp(z — 2)Dp(z — w) D5 (w — u) Dp(w — y)D3(0) . (4.6.6)

4.6.2. Reglas de Feynman en espacio de momentos

Hasta ahora hemos trabajado con diagramas en espacio de posiciones. Sin embargo, a menudo nos seré maés
interesante utilizar el espacio de momentos (o espacio transformado por Fourier), ya que de esta forma las reglas
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de Feynman se simplifican considerablemente. Uno de los motivos es la estructura del propagador de Feynman,
ec. (3.3.13),

d*p i

2m)4 p2 —m? +ie

Dp(z —y) = J(

que recuerda a la transformada de Fourier de

exp { —ip-(x— y)} , (4.6.7)

Dr(p) i (4.6.8)

:p2—m2+is ’

Para derivar las reglas de Feynman en el espacio de momentos consideraremos el siguiente diagrama con
cuatro puntos externos,

y24
b3
Vi = z , (4.6.9)
D2
y4i

u w

cuya contribucion, utilizando las reglas de Feynman que conocemos, es

Vi

—iA Jd‘iz Dp(x — 2)Dp(y — 2)Dr(u — 2)Dp(w — 2)

—i) |d%2 i\ oi(P1+P2+P3+pa)2 o—iP1U o —iP1W o—iP1-T o—iP1°Y
@) GF —m? +ie) (6] —m? +ie) i — m? +ie) (] —m?® +ic)

(4.6.10)

siempre podemos realizar la integracién en z, que nos dara una delta de Dirac de conservaciéon del momento
total. De esta forma, en todos los vértices la integracién se puede substituir por las leyes de conservacién en
el espacio de momentos. En el caso de tener loops, las integrales respecto de sus momentos permanecen. Sin
embargo, en algunas ocasiones las mismas deltas de conservacién pueden determinar parte de los momentos en
los loops. Asi, pues, las reglas de Feynman en espacio de momentos son:

1. Por cada linea, un propagador en espacio de momentos,
r o—— e = 4.6.11
Y p2 —m? +ie ( )

2. Por cada vértice,

2 = (—iA) . (4.6.12)

3. Por cada punto externo,

Te—m——— =g T (4.6.13)
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4. TImponer conservacién del momento total en cada vértice.
5. Integracion sobre todos los momentos internos no determinados (por conservacion),

d3p
fw . (4.6.14)

6. Dividir por el factor de simetria.

Llegados a este punto, alguien podria preguntarse que ocurre con el limite T — o0(1 — ¢) que debemos
tomar con tal de tener en cuenta correctamente la ecuaciéon de Gell-Mann—Low, ec. (4.3.13). Este limite podria
llevarnos a problemas con la integracién sobre z. Vamos a ver que, de hecho, todo lo dicho hasta ahora es
correcto. Tenfamos una integral del tipo

T
] ; _ip0_0
Jd‘lz e 7 = lim J dz° Jdgze P72 giPa

T— vx(lfie’-:) _
” T (4.6.15)

T
lim f d20 e~ P’ 5B (P) |
T—oo(l1—ie) T

donde P =Y p;. Para que esta integral no sia divergente es necesario dar también una parte imaginaria a p°,
i

p° — p°(1 +ie) , (4.6.16)

que coincide exactamente con la prescripciéon de Feynman para evitar los polos, tal y como se puede ver en la
figura 4.1.

Figura 4.1: Prescripcién de Feynman para evitar los polos en la integracion.

4.6.3. Diagramas desconectados de puntos externos

Diremos que un diagrama, (o una parte de un diagrama) es desconectado de los puntos externos si no contiene
ningin punto externo. Un buen ejemplo de diagrama desconectado es el siguiente,

D1
L3 = p3 pPs . (4.6.17)
b2
El calculo de este diagrama comportaré las siguientes integraciones,
Jd4ze—ip3~(z—/2) o~ 1 (z—w) g—ip2-(w—z) _ (2m)* (5(4)(171 — py) eiPrweTip2w (4.6.18)

Jd‘lw (27)* 6™ (py — py)etPr e P2 — (27)8 5 (0) | (4.6.19)
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que es divergente. Tanto el numerador como el denominador de la ecuacién de Gell-Mann-Low, ecs. (4.3.13)
y (4.5.2), contienen infinitos de estos diagramas?. Si las magnitudes observables han de ser finitas y bien definidas,
todos los diagramas desconectados han de factorizar tanto en el numerador como en el denominador, y de esta
forma cancelarse exactamente. Vamos a dedicar el resto de esta seccién a demostrar de forma rigurosa que esto
es asf.

Llamaremos V,, a todos los trozos de diagrama desconectados de puntos externos, ordenados de menor a
mayor nimero de puntos internos. Los cuatro primeros diagramas desconectados son de la forma,

Vi = : n=(XX) (4.6.20)

Vs = : Vi =X - (4.6.21)

Por tanto, cualquier diagrama en general se puede escribir de la forma
1 n
C, Hn—ﬂ AL (4.6.22)
K3

donde C, es la contribucién de la parte conectada del diagrama, y n; es el numero de veces que aparece el
subdiagrama V;. Asi, pues, el numerador de la ecuacién (4.5.2) se puede descomponer en una doble suma,

Y ) Ca ]_[ % Al (4.6.23)
a {n:} i

donde la suma sobre a se extiende a todos los diagramas conectados, y la suma sobre {n;} sobre todos los conjun-
tos de nimeros enteros posibles. No obstante, las partes conectada y desconectada son totalmente independientes

entre si, por lo que podemos escribir
1
C — V™). 4.6.24
ve11(S ) (1024

En la expresién anterior reconocemos la expansién de la exponencial, por lo que el numerador de la ecua-
cién (4.5.2) queda de la forma

Y CoexVi, (4.6.25)

o bien, de forma diagramaética,
——o +0JL0 +o—@—o +o—8—c +--- | exp 8 + +--- > . (4.6.26)

Por otra parte, el denominador de la ecuacion (4.5.2) tan s6lo contiene la suma de todos los diagramas no
conectados, que de nuevo se puede expresar como la exponencial de todas las partes no conectadas, V;. Por lo
tanto, al realizar el cociente, los diagramas no conectados cancelaran.

Finalmente, pues, obtenemos que la funcién de correlacién de m campos se puede escribir como la suma de
todos los diagramas posibles conectados con m puntos externos,

& Pp(m1) -+ pzm)| ) = Zdiagramas conectados con m puntos externos . (4.6.27)

2De hecho, todos los diagramas que contribuyen al denominador son desconectados de puntos externos.
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4.6.4. Energia del vacio

Por lo que hemos visto hasta ahora, podria parecer que los diagramas no conectados no tienen ninguna
importancia fisica. Sin embargo, esto no es asi. Recordemos que la divergencia de los diagramas desconectados
de puntos externos provenia de integrar una constante a todo el espacio tiempo, resultando en una delta de
cero. Fisicamente, esta integral representa el volumen del espacio tiempo,

Jd‘*z = (2m)* 64)(0) — 2TV, (4.6.28)

donde V es el volumen del espacio, y 27" es la longitud de la dimension temporal (recordemos que debemos
tomar el limite T' — oo(1 — ig)).
Consideramos la ecuacién de Gell-Mann—Low para dos campos, escrita de la forma

lim <0‘T[qﬁ(x)qﬁ(y)e_if—TTdtHiﬂf(t))‘0>=<Q‘T(¢(az)¢(y))‘ﬂ> lim )|<o|Q>|2e—iE02T, (4.6.29)

T—o0(1—ie) T—o0(1—ie

pero el miembro de la derecha ya lo hemos calculado, y se puede escribir de la forma (4.6.25), por lo que tenemos

N Cuei Vi = <Q‘T(¢(m)¢(y)) ‘Q> lim )|<o|n>|2e—iEo2T . (4.6.30)

T—ow(l—ic

El prefactor que multiplica a la exponencial en el segundo miembro de la ecuacion (4.6.30), tal i como hemos
visto en la seccién anterior, equivale a la suma de todos los diagramas conectados, por lo que tenemos

i
By =5 ;Vi , (4.6.31)

es decir, la energia del estado vacio se puede entender como la suma de todos los diagramas desconectados.

Dado que estos son divergentes, la energia del vacio es infinita. En la seccién 3.2.1 ya habiamos interpretado

este hecho como la suma de infinitos osciladores arménicos. Por este motivo, es més conveniente utilizar el

concepto de densidad de energia del vacio, que se puede escribir de la forma
Ey iy, Vi

Vo (2m)4®(0)’ (4.6.32)

donde hemos hecho uso de la ecuacion (4.6.28).

4.7. Representacion espectral de Killen—Lehmann

Hasta ahora, tan s6lo hemos conseguido encontrar informacién de las funciones de correlacién a partir de la
teoria de perturbaciones. Sin embargo —mediante la representacién de Killen-Lehmann— es posible obtener
informacién del correlador a dos puntos independientemente de la teoria de perturbaciones.

Dado que en la teoria con interacciéon el hamiltoniano y el operador momento conmutan, es posible encontrar
una base propia de ambos. Organizaremos los estados de la siguiente forma: |Ag) serd un estado propio del
hamiltoniano con momento nulo, P [A¢) = 0. El resto de estados pueden obtenerse mediante transformaciones
de Lorentz (boosts),

1Ap> = U(A) [Ao) (4.7.1)
donde
Pr N = (Ep,p) M) - (4.7.2)
Debido a que esta es una particula fisica, debe estar sobre la capa masica,
2 2
E, —p” =cte. (4.7.3)

Los estados de una particula en reposo vienen dados por

H [Ao) =m|Xo) , (4.7.4)
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E

Continuo

2m

Figura 4.2: Estados posibles de energia en funcién del momento, p. Para p = 0, tenemos un solo estado para
E =m, y todo un continuo para E > 2m.

donde m es la masa fisica de la particula, y no tiene por que ser la misma que aparece en el lagrangiano libre,
que a partir de ahora llamaremos mg. Si la particula no esta en reposo, su energia, serd

B, — ol tm?, (4.7.5)
que siempre es mayor (o0, en reposo, igual) a m.
En cambio, para dos o méas particulas, es posible tener energia cinética pese a que el momento sea igual a

cero (por ejemplo, si las particulas se mueven en direcciones opuestas, pero con el mismo momento). Dado un
momento total, p, la energia minima se da cuando ambas particulas tienen el mismo momento, p/2,

Ein = 2 (g)2 +m? =/ + 2m)? . (4.7.6)

Todas las energias por encima de esta estan permitidas para ese momento. En la figura 4.2 se pueden ver cuales
son los estados de energia permitidos para cada momento.
Dentro del espacio de una particula, podemos utilizar la siguiente representaciéon de la unidad,

Lipart. = J (‘;ﬂf)’g 25 DY@l (4.7.7)

Para todo el espacio de Hilbert, la resolucion de la identidad se escribe de la forma,

d®p
1= 0@+ T G5 o Wbl (4.78)

Definimos la energia del estado con p = 0 como
m3 = E;(A) — pj - (4.7.9)

El siguiente paso es introducir la resolucién de la identidad, ec. (4.7.8), en la funcién de correlacion de dos
puntos, para z° > y°,

+;f(d . 2E <Q| P2 (0) —sz|)\p><)\ |e’Py¢ —zPy|Q> (4.7.10)

donde hemos utilizado que el operador momento es el generador de las translaciones, ecuacién (3.2.44). El primer
término de la ecuacion (4.7.10) es una constante, a menudo nula, que abreviaremos con la notacién O2.
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Para proseguir con el cilculo debemos tener en cuenta las siguientes propiedades,

Ap> = U(A) Ao (4.7.11)

e TN = e PTIND] oLy yy (4.7.12)

e Ty = Q) . (4.7.13)

La ultima igualdad proviene de que el estado vacio es invariante bajo el grupo de Poincaré, ya que (por definicion)

no contiene ninguna particula. Utilizando estas propiedades, podemos evaluar los elementos de matriz de la
ecuacion (4.7.10),

Q]g(@) |3y = Qe H(0)e X, )
= (Q¢(0)[Appe

v (4.7.14)
= Q[¢(0)U(A)[Xope™?
= (Q2[$(0)[ Aoy ™7,
donde en el altimo paso hemos utilizado que ¢ es un campo escalar, y por lo tanto®
¢ =U(N)SU (A) . (4.7.15)
Teniendo en cuenta todos estos resultados, podemos reescribir la ecuacién (4.7.10) de la forma
@ $(2)(y) |2 = 0% + ZJ % 35, 010 ol4(0)|2) e =
PEE (4.7.16)
— 02 2 —ip-(e—y)
=0 +Zf g 2E Q@O PP e
pO=Ep(})
Para simplificar la ecuacién (4.7.16), utilizamos la integral de contorno
de -1 00,0 .0 1 002 0
e e~ (z°—y — e P (z=—9") , (4717)
JQm p?—m3 2E,(\) PO, (A)

donde la integracion se realiza sobre el circuito de la figura 4.3, donde los polos se evitan siguiendo la prescripcién
de Feynman, y el contorno se cierra por el semi-plano inferior. Utilizando este resultado, la ecuacién (4.7.16)
puede escribirse tal que

i
L p?2—mi +ie

@10 = 0*+ T J emie1). 7 | (4718)

donde hemos definido la renormalizacion del campo,

‘<Q|¢ )] o> (4.7.19)

PO=E,(A)

Comparando la ecuacion (4.7.16) con la definicién del propagador de Feynman, ec. (3.3.13), podemos reescribir
el correlador a dos puntos de la forma,

M2

(Qp(@)o(y)|2) = 07 + f p(M?) D& — y; M2) (4.7.20)

0

esta es la representacion espectral de Kallen-Lehmann, donde

227“5 2_m3).-z (4.7.21)

3En realidad, necesitamos la propiedad opuesta a la (4.7.15), pero es trivial pasar los operadores al primer miembro tomando
su inversa.
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Im(p°)

Figura 4.3: Contorno de integracion para la ecuacion (4.7.17).

es la densidad espectral. La densidad espectral tiene una forma de delta de Dirac en m?, indicando el estado
aislado de una sola particula, y presenta una cierta curva continua a partir de (2m)?; tal y como se puede ver en
la figura 4.4(a). En algunos casos, pueden aparecer resonancias en la parte continua, o estados ligados de varias
particulas, tal y como se puede ver en la figura 4.4(b). El origen fisico de las resonancias y los estrados ligados
queda fuera del objetivo de este documento, por lo que no vamos a prestarle mas atencion. Pueden consultarse
mas detalles, por ejemplo, en [2].

Para acaba esta seccién, vamos a considerar la transformada de Fourier del correlador a dos puntos,

fcl‘*peip'z (2|7 (s@0)|2) = f TAME oy . (4.7.22)

0 2m P P2+ M2 +ie

Teniendo en cuenta la estructura de la densidad espectral, ec. (4.7.21), podemos escribir la ecuacion (4.7.22) de
la forma

)
M?)— —
(2m)2 21 o )p2+M2+25

A * dM?
‘ J , (4.7.23)

Jdcipew Q[ (p@)[2) = g +

es decir, la transformada de Fourier del correlador a dos puntos tiene un polo simple en m, y un corte a partir
de 2m, tal y como se muestra en la figura 4.5.
En la teoria libre, la transformada de Fourier del correlador a dos puntos se escribe de la forma
i

fd4pei”'”” <Q‘T(q§(x)q§(0)) ‘Q> = AT (4.7.24)

que recuerda bastante al primer término de la ecuacion (4.7.23), salvo el factor Z = [(2|$(0)|Ao)|>. Podemos
interpretar la renormalizacién del campo, Z, como la probabilidad de que un campo cree una particula en el
estado |Ag), partiendo del vacio. Dado que en la teoria libre, comparando las ecuaciones (4.7.23) y (4.7.24),
tenemos Z = 1, podemos interpretar que el campo libre tan sélo puede crear estados con una particula a partir
del vacio. De la misma forma, un campo con interaccién puede crear estados con mas de una particula.

4.8. Matriz S

4.8.1. Definicién

La matriz S, o matriz de scattering, nos da la amplitud de un determinado proceso donde interaccionan
dos particulas iniciales, que provienen de estados de momento fijado, para dar lugar a un nimero arbitrario de
particulas, que asintéticamente llegaran a nuevos estados (diferentes) de momento fijado. El hecho de considerar
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(a) Forma tipica de la densidad espectral, con el estado de una particula (linea verde) y el
continuo después de (2m)? (linea roja).

(b) Densidad espectral con un estado ligado extra (linea azul) y una resonancia (bulto en la
linea roja).

Figura 4.4: Formas tipicas de la densidad espectral.

‘ polo corte

| | iy
2m

m

Figura 4.5: Estructura analitica de la transformada de Fourier del correlador a dos puntos, ec. (4.7.23).
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estados iniciales y finales que, asintéticamente, tienen momento perfectamente fijado es la caracteristica funda-
mental que diferencia la matriz S de los correladores habituales. En este sentido, la representacion espectral de
Kallen—Lehmann es crucial, ya que nos garantiza que existen estados de particulas con momento definido.

Consideramos que las particulas incidentes estdn en un estado |papm),, y las particulas finales en otro
estado |p1, - ), La amplitud del proceso vendra dada por el operador de evolucion,

011t<p17 - .|pApB>1n = f11’1'_I’Iilﬂ<p17 .. _|e_ZH2T|pApB>

(4.8.1)

¢<P1;"'|S|PAPB> ,

donde hemos supuesto que antes del tiempo —7T' (muy grande en valor absoluto) ya podemos suponer que los
estados iniciales son de momento fijo; y que después de un tiempo T' (muy grande), podemos hacer lo mismo
con los estados finales.

A menudo nos interesard tan solo la parte de la matriz S que tiene en cuenta la interaccién, por lo que nos
interesar4 separa la parte que contribuye al proceso de no interaccion,

S=1+iT, (4.8.2)
con lo que el elemento de matriz de la ecuacion (4.8.1) queda de la forma

out{P1,"**|PAPB), = P1,"**|iT|papB) - (4.8.3)

Es conveniente, ademés, dejar de forma explicita la conservaciéon del momento, por lo que es util definir el
elemento de matriz M,

(p1,---|iT|papp) =: (2%) 6 (PA +ps ZPf) iM(papB — Py) - (4.8.4)
7

Siguiendo el mismo espiritu de la deduccién de la férmula de Gell-Man—Low, podemos preguntarnos si
existe alguna forma de relacionar los estados asintéticos |papg) con los estados de momento fijo en la teoria
libre, [papB),- El resultado exacto se puede obtener rigurosamente mediante la férmula de reducciéon LSZ, que
veremos en la seccion 4.9. Por ahora, procederemos de forma heuristica realizando el ensayo

T (exp{—i f_TTdtHI(t)D

Por simplicidad, supondremos que existen tan sélo dos particulas salientes. Para evaluar el miembro de la
derecha de la ecuacion (4.8.5) substituiremos la exponencial por su desarrollo de Taylor término a término. La
contribucién a orden cero es la siguiente,

<p1,---|iT|pApB>=T lim )<p1,---

—o0(l—ie

pApB> : (4.8.5)
0

4.8.2. Calculo hasta primer orden

(p1p2|paPB) = \/2E; 2F; 2E4 2E 5 <0‘a1a2af4ajg ‘0>

(4.8.6)
— 28,4 2B (2)° (3(pa — p1)3(p5 — p2) + 8(pa — p2)3(p5 — 1)) |

donde hemos utilizado las propiedades de conmutacion de los operadores de creacion y destruccion, ec. (3.2.18).
La ecuacion (4.8.6) se puede representar de forma diagramatica de la forma siguiente,

1 2
{P1P2|PAPB) = + \\ . (4.8.7)
A A
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Como vemos, el orden cero no contiene interaccién en las particulas, ya que tan solo obtenemos diagramas de
propagacion libre.
La contribucién a primer orden en X es

<p1p2 T( A Jd“x ¢*(z ) PAPB> <p1p2

Recordemos que el orden normal implica llevar todos los operadores ¢_ a la derecha. La aplicaciéon de los
operadores ¢+ sobre un estado de momento fijado (en la teoria libre) es

k1

( Jd‘lx ' (x) + contracciones)

PAPB> - (488

¢4 lpy = J( 2m)? \/2—Eake—ik'zw/2E,,a;, |0) =e~?7|0) , (4.8.9)
3
(pl¢- =0 apﬂj% —%ale“’” = (0] e, (4.8.10)

lo que nos siguiere una nueva notacién, en donde los campos se contraen con el momento*

x
e N0y = ¢ |p >—» : (4.8.11)
<0|eip'z=(pﬂ(w)=«% : (4.8.12)

Segun el teorema de Wick, la parte del hamiltoniano de interacciéon se puede descomponer en tres tipos de
términos,

T(8*) = N (36060 + 120006 + 669) - (4.813)

El primer tipo de término nos lleva a

(p1p2|6096|paps ) = 8 +\\ , (4.8.14)

es decir, sencillamente el producto del orden cero, ec. (4.8.7), por dos burbujas del vacio. El segundo término
de la ecuacion (4.8.13) nos lleva a cuatro tipos de contr1buc1ones,

<P1P2|¢”_|¢2>%AI|)B> + <I|)1P2|<Z'5_<l|5;¢m3> + <P1P2|%1¢|PAPB> + <P1P2|<Z'5_<|Z5;€'ﬁﬂl)APB> ) (4.8.15)

o bien, en forma diagramaética,
+ }©+ X + >/§ . (4.8.16)

De nuevo, estos diagramas no contienen interaccion.
Vamos, por dltimo, a las contribuciones del tipo del tercer término en la ecuacion (4.8.13), donde no hay
ninguna contraccién con puntos internos. Tan sélo tenemos una contribucién de este tipo, que es

Y41
Tl ] P2
< (P1P2|0pdd|PAPE), = , (4.8.17)
pba PB

4Esto es equivalente a contraer el campo con el operador de creacién que acttia sobre el vacio para darnos el estado de momento.
Sin embargo, por comodidad en la notacién, nosotros utilizaremos la contraccion del campo con el estado.
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XX %

(a) (b) ()

o X8 X

(d) (e) ()

Figura 4.6: Algunos diagramas de segundo orden que aparecen en el cilculo de la matriz S.
que es el primer diagrama conectado, cuyo valor es —i\. Dado que esta es la Gnica contribucién con interaccién
que hemos obtenido, sacamos la conclusién de que, hasta primer orden, tenemos

M=-X+0oN\)?. (4.8.18)

4.8.3. Diagramas conectados y amputados

El siguiente paso légico seria realizar el calculo a segundo orden. Un diagrama tipico de los que aparecen en
el segundo orden es el siguiente,

D1 D2

e T Y e T O B B
<p1p2|¢z¢z¢z¢z¢y¢y¢y¢ylpAPB> = . (4.8.19)

pba PB

Otros ejemplos de diagramas tipicos que aparecen considerando el segundo orden de la expansiéon perturbativa
se muestran en la figura 4.6.

En la figura 4.6 vemos que podemos clasificar los diagramas en conectados y desconectados®, segtin si estan
formados por un producto de dos (0 mas) subdiagramas independientes. De los ejemplos dados, los tres ultimos,
figuras 4.6(d), 4.6(e) y 4.6(f), son desconectados.

Los diagramas desconectados poseen loops de vacio que, como vimos en la seccion 4.6.3 factorizan y, por lo
tanto, podemos olvidarnos de ellas. Es decir, nos quedaremos tan sélo con los diagramas conectados, descartando
todos los diagramas desconectados. Sin embargo, atin tenemos una fuente potencial de divergencias que debemos

5Es importante no confundir el concepto de diagrama desconectado que acabamos de describir con el de diagrama desconectado
de los puntos externos, que utilizdibamos en la seccién 4.6.3.
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evitar. Para analizarla cuidadosamente, calcularemos explicitamente, a modo de ejemplo el diagrama de la
figura 4.6(c),

D1 D2
1 Jd‘lp’ i Jd‘lk i
T2l 20 0?2 4 ie 12TV k2 —m2 -4
p _k @m)*p™ —m? +ie J(2m)t K —m? +ie (4.8.20)
x (2m)*6W (pa +p' — p1 — p2) 2m)* 6D (pp — ') ,
pba PB

donde el factor 1/2 proviene del factor de simetria del loop. La segunda delta de Dirac nos permite realizar
la integracion sobre p’, con p’ = pg. No obstante, el momento pg esta asociado a una particula real, en la
capa maésica, por lo que tenemos p% = m? = p’ 2, y esto provoca una divergencia en la primera fraccién de la
ecuacion (4.8.20). Este tipo de divergencias aparecerd siempre que haya un propagador interno que ajunte dos
regiones del diagrama que no estan conectadas por ningtn otro propagador. Este tipo de diagramas se llaman
amputables, y para obtener un resultado finito debemos ignorarlos en nuestro calculo.

Como regla general, un diagrama es amputable si es posible dividir por la mitad un propagador de forma
que obtengamos dos subdiagramas desconectados entre si.

Finalmente, pues, el elemento de matriz para un proceso ps + pg — py + --- se puede calcular como la
suma de todos los diagramas de Feynman conectados y amputados, con dos momentos entrantes, p4 y pp, ¥
con momentos resultantes py, ---.

4.9. Foérmula de reducciéon LSZ

4.9.1. Deduccién analitica

La formula de reduccion de Lehmann—Symanzick—Zimmermann (LSZ) nos da, de forma rigurosa, la relacion
entre las funciones de correlacién y la matriz S. Vamos a deducirla de forma constructiva. Comenzaremos
recordando la transformada de Fourier del correlador a dos puntos, que nos daba la representacién espectral de
Kallen—Lehman, ec. (4.7.23),

[atze= @lowoon ~ —Z— (49.1)

—m2 +ie
donde el simbolo ~ significa que las expresiones a ambos lados tienen la misma estructura polar, es decir, los
mismos polos aislados®.

Vamos a generalizar este resultado a la funcién de n + 1 puntos, donde transformamos por Fourier la primera
variable, x, y dejamos intactas el resto, de z1 a z,,

I= fdxo fd3xeip~w <Q‘T(¢(m)q§(z1) : --¢(z")‘n> . (4.9.2)
Vamos a dividir la integraciéon sobre z° en tres regiones,
T_ T+ o0
deo = J dz® +J dz® + J‘ dz® (4.9.3)
o T_ Ty

~—— ——
region I regién II  regi6n III
donde Ty >> 20 y T << 22, para todos los valores de i. La integracion sobre la regién II es finita y, por
tanto, no contribuye a la estructura polar. Comenzaremos por evaluar la integracién en la region III; para ello,
insertamos la identidad en el espacio de Hilbert, ec. (4.7.8),

I - J da? Jd%c ey f (jw‘; 257 16 130> (M| (60 - 6] 2) (4.9.4)

Ty A

SRecordemos que, ademas, la transformada de Fourier tiene un corte para p > 2m, pero no entra en juego en la estructura polar.
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El elemento de matriz (2|¢(z)|\,) ya fue calculado en las secciones anteriores, ec. (4.7.14),

Q@) Ag) = Q] (0) [ Aoye ™ . (4.9.5)

Ahora, toda la dependencia en x estd en exponenciales, lo que nos permite realizar la integral para obtener una
delta de conservacion,

I = lim Lﬁxo f (dgq (2m)*0%(p = q) @18(0) 20> (o[ T (8(z1) -+ 9zn) |22 (4.9.6)

q°%—p° X 27T)3 2Eq

Para que la integral sobre z° sea convergente debemos afiadir una pequefia parte real en el numerador. Una vez
hecho esto, la integral es inmediata,

o0 .

dteliw=et — 1 g=iwT (4.9.7)
T, w + i

La delta de Dirac nos permite realizar la integracién sobre q, con lo que el resultado final para la regién III es

7 e’(P

ZQE 0+ze<ﬂ|¢ |)\0><)\0‘T( 1) (zn)>‘Q>. (4.9.8)

Podemos comprobar que I3 tiene un polo en qO =p’=E,,

\F<p‘T( 1) (zn))‘ﬂ>, (4.9.9)

OB, P2 — m2 +ie
donde hemos usado

p2 _m2 — (pO)Z _E12)
=0° + BEp)(° — Ep) (4.9.10)
—2E,(p° - E,) .

En la region I, el procedimiento es muy similar, con q — —p. El resultado que se obtendria es

R RSN [N S o

Experimentalmente, en muchas ocasiones no tenemos un haz monocromaético, sino que nos encontramos con
paquetes de onda, que se pueden caracterizar por una funcién perfil ¢(k), con lo cual tenemos

. d3k .
4 ip-T 4 ip-T
J‘d zeP?® — Jd xJ(2W)3 e??p(k) . (4.9.12)
Con esto, la contribuciéon de la integraciéon en la region III se escribe de la forma
d3k 1 i
I; = —— ok Q T Q (4.9.13)
dk
POSE, f(Zw)3 go(k) —m? +zs< ‘T( @) 9len )‘Q> (4.9.14)

que, como vemos, tiene un corte si el haz es monocromaético, ¢(k)acd(k — ko).

Ahora ya estamos en condiciones de realizar la transformada de Fourier del segundo campo. Llamaremos
y T2 a las variables que vamos a transformar por Fourier, y z1,... al resto. Procediendo de manera analoga al
caso anterior,

?JSS (HJ((;: Jotasere=ae )<9\T( 209(@2)) ) Q[T (900) - )[2) - (49.15)
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El siguiente paso consiste en insertar la resolucién de la identidad para separar los elementos de matriz en los
que ya sabemos calcular,

i (ILJes Jroemmoo) £ [63 [63 o

1,2 A1)e

X (0 $(@1) [ A (21 9(72) N> Nas A

( )‘Q> (4.9.16)

con lo que, substituyendo el valor de los elementos de matriz, tenemos

L TR iNZ
(H J(Qﬂ') Jd Ti€ ‘Pz(kz)ﬁzg —m2 +i5> <)‘Q1)‘Q2

i=1,2

T(¢(z1) : ) ‘Q> . (4.9.17)

En el caso de que el estado inicial sea de momentos definidos, el perfil del paquete de onda serd una delta
de Dirac, que ademés nos permite escribir el estado de momentos como el estado |p1p2),,,, con lo cual, la
estructura polar de la transformada de Fourier seré

N(ll%) <plp2‘T( a))[e) - (4.9.18)

Finalmente, la férmula de reducciéon de LSZ se obtiene repitiendo este proceso hasta hallar la transformada
de Fourier de todas las variables. El resultado que se obtiene es

f[ fd4w,~ P T ﬁ fd4yj e~ ki ;s <Q‘T(¢($1) v () (Y1) - - ¢(ym)) ‘Q>
Py —'Em (ﬁ p; —m? +ze> (/H k2 m2 +ze> P1---PnlSlki---ky) . (4.9.19)

0 —E),

4.9.2. LSZ con diagramas de Feynman

Al calcular la funcién de correlacion a dos puntos nos encontraremos con diagramas amputados y conectados
a dos puntos externos, z e y. Estos diagramas, por la tercera regla de Feynman (en espacio de momentos), tendran

un factor comun del tipo _
eir(e—y) (4.9.20)

que por la quinta regla de Feynman debera ser integrado a respecto de p, para dar una delta de Dirac, cuya
transformada de Fourier es la unidad. De esta forma, podemos simplificar las reglas de Feynman de forma que
no asignamos ningtn factor (diferente a la unidad) a los puntos externos, y tan sélo debemos integrar sobre
momentos externos. De esta forma, las nuevas reglas de Feynman son

1. Por cada linea, un propagador,

Te— ey =—— . (4.9.21)
p?—m? +1i¢e

2. Por cada vértice,

2 = (—i)) . (4.9.22)
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3. Por cada punto externo,

ze—p—— =1. (4.9.23)

4. TImponer conservacién del momento total en cada vértice.

5. Integracion sobre todos los momentos internos no determinados (tan sélo en los loops),

3
f ((2171)’3 . (4.9.24)

6. Dividir por el factor de simetria.

Introducimos la siguiente notacién diagramética para la transformada de Fourier del correlador a dos puntos,
teniendo en cuenta todos los diagramas con dos puntos externos,

Jitse ol (0600 o) = —— o
=—— +4>Q>— +»@—> (4.9.25)
+4>8—» +4>Q>Q» +--

4.9.3. Diagramas irreductibles de una particula y autoenergia

Diremos que un diagrama es irreductible de una particula, 1PI, si tiene dos propagadores externos, y si no
queda desconectado al cortar una linea interna (amputado). Llamaremos autoenergia, M?(p?) a la suma de
todos los diagramas irreductibles de una particula, con la siguiente notacién diagramaética

—iM2(p) := . (4.9.26)

La transformada de Fourier del correlador a dos puntos, ec. (4.9.25), contiene todos los diagramas de dos
puntos externos, sean irreducibles o no. Dado que cualquier diagrama de dos puntes general se puede escribir
como la yuxtaposicién de una cierta cantidad de de subpartes irreducibles podemos escribir la relacién siguiente

(—iM2(p2))p

= — + : - %
p? —mi+ie p?—md+ic 2 —md +ie
——( —iM? 2)7(—1'11%2 2)7
p2—m3+ie( @) p? —mi +ie @) p? —mi +ie
(4.9.27)
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pero, segun la representacion de Kéllen-Lehmann, ec. (4.7.23), tan s6lo debe haber un polo, con valor Z. Para
comprobarlo, podemos realizar la suma de la ecuacion (4.9.27) teniendo en cuenta que se trata de una serie
geométrica,

0
1
Z " = =2 siempre que |z| <1, (4.9.28)
n=0

con lo que el resultado final es

1
: @ - , 4.9.29
p? —m3 — M2(p?) +ie ( )

Recordemos que el polo de la ecuacion (4.9.29) se corresponde con la masa fisica de las particulas en la teoria
completa,

p’ —mg — M*(p®)

=0, (4.9.30)

p2=m2

y el residuo es la renormalizacion del campo Z, que se puede calcular de forma, trivial si tenemos en cuenta que

d]M2 2
p? —mj — M?(p?) +ie ~ (p> — m® +ie) <1— # +) , (4.9.31)
dp p2=m?2
con lo cual el residuo es )
20,2
- (-2 ) (49.32)
D p2=m?2

4.9.4. Calculo de la matriz S

Para el célculo de la matriz S, segin la formula de reduccion LSZ, ec. (4.9.19), nos interesa el calculo
del correlador con dos momentos entrantes y n salientes. Por ejemplo, si n = 4 necesitamos el correlador a
cuatro puntos, que se podré escribir como la suma de todos los diagramas con cuatro momentos externos. Estos
diagramas se pueden dividir en la parte amputada por la suma de todas las partes desconectadas de dos puntos
enganchadas en cada una de las cuatro patas, es decir,

D1 D2

4 .
17 1
=11 2 _m? +ie (\/7)4 (p1p2|S|kik2) (4.9.33)

LD

K3

0, lo que es lo mismo,

(p1p2|Slkiks) = (\/7)4 x (4.9.34)
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En el caso de que tengamos n particulas salientes, debemos substituir la potencia 4 — n + 2, es decir,

D1 D2 s pnl Pn

n+2

1+ -pn|S|kiks) = (\/Z) x (4.9.35)

kl k2

A partir de la ecuacion (4.9.35) podemos calcular, al menos perturbativamente, la amplitud de cualquier
proceso de scattering.
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