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1 INTRODUCCION A LA RELATIVIDAD ESPECIAL.

1. Introduccién a la Relatividad Especial.

Puede resultar interesante revisar algo de anélisis tensorial a lo largo del
documento ([4] es un muy buen libro de consulta), pese a que se ha intentado
que no se precise mas que algo de mecanica cldsica basica y analisis matematico.
En algunos momentos se indican ciertos detalles o puntos que no son tratados
en el texto y que tienen como finalidad estimular la curiosidad del lector acerca
de estos temas; eg: renormalizacion electrodinamica de la masa, desintegracién
de muones, variedades diferenciables, etc.

Un aspecto importante en cuanto a notacion es el siguiente: los indices
con cardcteres latinos tienen un recorrido 1,2 y 3 (componentes “espaciales”);
mientras que los indices griegos recorren 0,1,2 y 3.

1.1. Breve introduccion matematica.

A continuacién se recogen ciertos conceptos matematicos basicos que ayu-
darén a tratar con mas solvencia el tema. No pretenden ser definiciones riguro-
sas sino mas bien aproximaciones, en la medida de lo posible, a éstas mediante
ejemplos sacados de la fisica.

1.1.1. ;Qué es un grupo?

Un grupo es una estructura algebraica que satisface, respecto de una determi-
nada ley de composicion interna, las propiedades de asociatividad y existencia
de elementos neutro e inverso. Obsérvese que el caracter interno de la ley de
composicion exige por si misma que el producto de dos elementos del grupo
esté también en el grupo.

Es importante destacar que un grupo lo es solo respecto a la operacién
binaria que se defina sobre él, asi que no tiene sentido hablar de un grupo sin
explicitar respecto a qué operacién.

La fisica abunda en ejemplos de este tipo de estructuras y se convierte en
tema estrella al tratar con simetrias de sistemas fisicos en mecénica cuantica
(grupos simétricos o de permutaciones, grupos de color, etc.) o clasica (grupo
de Galileo, que veremos més adelante; grupo simpléctico, etc.).

Para més informacion sobre grupos y su aplicacién a la fisica, constltense

5, 6.

1.1.2. ;Qué es un tensor?

Existen principalmente dos formas de acometer la introduccién al concepto
de tensor. Una, clésica, y més operativa; consiste en determinar las propie-
dades de transformacion de vectores bajo transformaciones de coordenadas y
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extender el tratamiento hacia generalizaciones de los mismos. Otra, mucho mas
formal, consiste en dotar a ciertos espacios de estructuras diferenciables (lo que
las convertird esencialmente en variedades diferenciables) susceptibles de ser
cubiertas por mapas o cartas que permitan establecer sistemas de coordena-
das, y definir lo que uno entiende por tensores tangentes a estos espacios en
cada punto. A partir de esto se estudian las relaciones entre las componentes
de estos objetos para distintas cartas compatibles que tengan una interseccién
no nula sobre la variedad.

Nosotros nos quedaremos en la definicion méas operativa y diremos que un
tensor 7 veces contravariante y s veces covariante , o (r, s)-tensor, es un objeto
cuyas componentes se transforman bajo cambios de coordenadas admisibles en
la forma 3 L A
. . 7 {2 J1 Js
it oxh ox'r Ox oxs i1y (1)

Bds Qe T Qi Qdt T Ot s

donde se ha hecho uso del convenio de Einstein de indices repetidos arriba y

abajo (es decir a’b; = ), a'b; desde i = 1 hasta la dimensién del espacio donde

estén definidos).

Es importante no cegarse por la aparente complejidad de la expresion an-
terior. Lo realmente significante es que existen magnitudes que se comportan,
bajo cambios de coordenadas, como vectores tangentes; y otras que se trans-
forman de modo contrario (como gradientes, esencialmente). Lo demas es solo
una generalizacién extendida a cualquier nimero de indices.

o Es vital, también, darse cuenta de que las componentes de un tensor no
dan ningun tipo de informacion: es necesario decir, ademads, respecto a
qué sistema de referencia estan calculadas o medidas. No tiene sentido
decir que un vector es (1,9, 3) si no se dice respecto a qué base.

o Uno de los principales atractivos del empleo de formalismo tensorial en
la fisica radica en que si una ley estd formulada en términos tensoria-
les para un cierto sistema de coordenadas, digamos R“* = 0, entonces
RVI'"F-+ = 0 en cualquier sistema de coordenadas, como puede despren-
derse facilmente de la ley de transformacion.

© Un tipo particular de tensor lo constituyen los escalares 6 (0, 0)-tensores:
objetos sin indices que no se transforman bajo cambios de coordenadas.

o El uso de tensores es ubicuo en practicamente todas las ramas de la
fisica: vectores tangentes a una curva, que son (1, 0)-tensores o simple-
mente vectores; el gradiente de una funcién, que se comporta como un
(0, 1)-tensor o covector; tensor de inercia en mecénica cldsica, que per-
mite calcular el momento de inercia respecto de cualquier eje a partir
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de la construccién del tensor en el sistema de ejes principales (el més
sencillo y que muestra explicitamente mds simetrias del cuerpo); tensor
electromagnético, que es la base de todo el formalismo electromagnético
clasico y que permite calcular las componentes de los campos eléctrico
y magnético en cualquier sistema de referencia; tensores de curvatura en
relatividad general; y un largo etcétera.

Existe una confusién importante en cuanto a los tensores con dos indices.
Cierto es que las componentes de todo tensor de este tipo pueden ser
representadas usando una matriz cuadrada, pero ésto no significa que
toda matriz sea un tensor. Asimismo, no todo objeto con indices es un
tensor (un ejemplo claro de esta situacién lo ofrecen los simbolos de
Christoffel I, en las conexiones afines de la geometrfa diferencial).

Estaremos interesados en un tipo particular de operacién tensorial ex-
terior muy importante en fisica denominado contraccion que consiste en
la repeticién de dos indices de distinto tipo (covariante,contravariante).
Por ejemplo, sean T* y S, las componentes de un vector y un covector
en una determinada base, entonces su contraccién es el (0, 0)-tensor

TS,

es decir, un escalar.

Podemos generalizar la contraccién de cualquier par de indices de distinto
tipo para (r, s)-tensores. Asimismo, una propiedad interesante es que la
contraccion es independiente de la base elegida, lo que resulta compatible
con el hecho de que la contraccién de un vector y un covector sea un
escalar (invariante bajo cambios de base).
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1.2. Mecanica no relativista.
1.2.1. ;Qué es un sistema inercial?

Un sistema de referencia se denomina inercial si, desde su punto de vista, se
satisface la primera ley de Newton, es decir, todo cuerpo libre de la influencia
de fuerzas se mueve con velocidad constante. Evidentemente, dos sistemas
inerciales se mueven con velocidad relativa constante.

1.2.2. ;Qué son las transformaciones de Galileo?

En mecanica clasica, los observadores estan de acuerdo respecto a la si-
multaneidad de sucesos, es decir, dos referenciales inerciales mediran el mismo
tiempo salvo traslaciones del origen de tiempos (es decir, salvo sincronizaciones
distintas de sus relojes).

Las leyes de transformacion para la posicion y el tiempo entre sistemas iner-
ciales se denominan transformaciones de Galileo y comprenden las traslaciones
del origen de tiempos y las traslaciones espaciales a velocidad constante: si un
sistema de referencia observa un objeto que se mueve con velocidad v respecto
de aquel, y existe otro sistema de referencia inercial con velocidad relativa al
anterior w, entonces la velocidad del objeto respecto de éste tultimo es

0 = U — 0.
Esta relacién constituye el teorema de adicién de velocidades en mecénica
clasica.

1.2.3. ;Qué es el grupo de Galileo?

El grupo de Galileo estd formado por el conjunto de transformaciones de
Galileo entre sistemas inerciales respecto a la composicion de transformaciones.

Toda transformacion de Galileo lleva de un sistema inercial a otro sistema
inercial y viceversa.

1.2.4. Principio de Galileo. Invariancia y leyes de Newton.

El principio de relatividad de Galileo establece que todas las leyes de la
mecanica clasica son idénticas en todos los sistemas de referencia inerciales.

La esencia de este principio reposa sobre el caracter instantaneo de la pro-
pagacion de senales en mecanica clasica o newtoniana y, como veremos, nece-
sitara de correciones al considerar el caracter finito de dicha propagacién. Las
leyes de Newton son invariantes bajo transformaciones de Galileo siempre que
la masa del sistema permanezca constante.
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Senalemos que este principio de relatividad exige ya una invariancia de las
ecuaciones de la fisica bajo cierto tipo de transformaciones de coordenadas y
anuncia que el tratamiento tensorial serd una muy buena opcién para descri-
birla. De hecho, no en vano las ecuaciones de Newton estan formuladas en
términos de vectores.

1.3. Relatividad Especial.
1.3.1. Postulados. Transformaciones de Lorentz.

La fisica relativista comienza con el enunciado de dos postulados bésicos

Postulado 1 (Principio de relatividad). Todas las leyes de la fisi-
ca, en ausencia de fuerzas gravitatorias, son idénticas en todos los
sistemas de referencia inerciales.

Obsérvese que, a diferencia del principio de relatividad galileano, ya no se
hace mencién tnica a la mecanica sino a todas las leyes fisicas salvo la gravi-
tacion.

Postulado 2. La wvelocidad de la luz en el vacio es constante e
tqual en todo sistema de referencia inercial.

Es éste el verdadero punto de partida de la nueva fisica relativista puesto que el
caracter finito constante de la velocidad de la luz implica que las interacciones
se transmiten con una cierta velocidad y, quizd mas importante, el tiempo y
el espacio se entremezclan. ;De qué forma? Para responder a esta pregunta es
posible considerar la emision de una senal luminosa emitida por un cierto siste-
ma de referencia (no primado) en un momento determinado ¢; y su recepcion,
en otro tiempo distinto ¢, por parte de otro inercial (primado) en movimiento
relativo respecto a aquel. A tenor del segundo postulado es posible escribir

—C(ty —t1)? + (To — 1)% = =2ty — t)* + (2 — T))*

Consideremos una transformacién unidimensional (por simplicidad y sin pérdi-
da de generalidad) lineal en posiciones y tiempos (traduccién al formalismo
de las hipétesis de isotropia espacio-temporal) para la relacion @ = /(% t),
t' =t'(Z,t) de la forma

t'=y()[f(v)r+1]

' =a(v)(x —vt)
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de modo que las transformaciones resultan ser

t' =t = (v/c*)x)

' =~(z — vt)
y =y
2=z

que son conocidas como transformaciones de Lorentz. Su generalizacion tridi-
mensional puede obtenerse rotando la soluciéon unidimensional mediante una
matriz ortogonal obteniéndose

t' =yt — ¢ 20%)
=7+ (y—1)(0Z)0 — ot

donde ¥ es un vector unitario en la direccién de la velocidad relativa a ambos
sistemas de referencia.

1.3.2. ;j;Cémo se suman velocidades en el marco de la RE?

Derivando la transformacion de Lorentz para las coordenadas espaciales res-
_ da

pecto a cualquiera de los tiempos, t' o ¢, y llamando vV = % y V' = o
obtenemos

o VO =DEV)o -0
v (1 —c20V)
que representa el teorema de adicién de velocidades en relatividad especial.
Obsérvese que en el limite no relativista o clasico (2 — 0) se recupera la ley
de adicion galileana.
Las transformaciones de Galileo son, pues, el limite clasico de las transfor-
maciones de Lorentz.

(2)
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1.3.3. ;Qué es el espacio cuadridimensional de Minkowski? ;Qué es el
intervalo espaciotemporal?

El espacio de Minkowksi es un espacio vectorial cuadridimensional similar a
R* cuyos elementos o puntos se denominan sucesos y tienen la forma
x# = (ct, ¥). Los vectores cuadridimensionales que se definen en este espacios
son denominados genéricamente cuadrivectores.

Se define el intervalo espacio-temporal entre dos sucesos del espacio de Min-
kowski (Z1,t1) v (Z2,t) como la cantidad

S%Q = —02(t2 — t1)2 + (fg — f )2
que responde a algo asi como el equivalente de la distancia euclidea entre dos
puntos. Es de vital importancia la introducciéon de una métrica que permita
resolver los problemas relativos a distancias espacio-temporales.
El elemento de linea entre dos sucesos infinitesimalmente préximos toma la
forma

3
ds* = —c*dt* + z:(d:ci)2
i=1

y constituye un invariante bajo las transformaciones de Lorentz ya que, como
vimos, las hemos construido precisamente de modo que dejen invariante el
intervalo espacio-temporal entre dos sucesos cualesquiera.

La métrica (un (0, 2)-tensor simétrico regular) puede entonces considerarse
como 7 = diag(—1,1,1,1). Obsérvese que la eleccién de la signatura® (—+++)
es arbitraria ya que podria haberse tomado una del tipo (+ — ——).

La introduccion de este objeto permite calcular normas de cuadrivectores y
establecer un isomorfismo entre indices covariantes y contravariantes definidos
en el espacio de Minkowski (que resulta ser una variedad diferenciable cua-
dridimensional) de modo que tengan sentido las operaciones de subir y bajar
indices del siguiente modo

x,u, — T],ul/'rya Ia — naﬂxﬁ

donde " son las componentes del inverso del tensor métrico, que coincide
con los elementos de la métrica propiamente dicha. El producto escalar de
cuadrivectores es entonces

(@y,) = nuay” = —2%° + zty' + a2y’ + 2%y’

El analisis pormenorizado de éstas cuestiones escapa al objetivo de esta intro-
duccién y puede ser encontrado en cualquier libro de anélisis tensorial (ver,
por ejemplo, [4] ).

1La signatura de una métrica viene caracterizada por el signo de sus elementos diagonales.
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Un hecho especialmente importante es que en un espacio de esta forma
(cabe decir que la signatura (— + ++) de la métrica le otorga el calificativo
de pseudoriemanniana) es posible tener vectores no nulos de norma nula, e
incluso vectores de norma negativa sin que por eso debamos alarmarnos.

1.3.4. ;Cémo actuan las transformaciones de Lorentz sobre
cuadrivectores?

Las transformaciones de Lorentz pueden escribirse usando una notaciéon ma-
tricial similar a la usada en un cambio de coordenadas. En efecto, sea x* un
cuadrivector contravariante, entonces una transformacién de Lorentz actia so-
bre él, como hemos visto en la reglas de transformacién tensorial en la forma

B AW
T —A#x

donde las A“;; pueden calcularse a partir de la expresién para una transforma-
cién de Lorentz general que vimos anteriormente sin mas que tener en cuenta
el convenio de sumacién que estamos usando. Para cuadrivectores covariantes
se tiene

.TMI == (A_l)ulu/ l’u.

La expresion de la invariancia del elemento de linea infinitesimal mediante
transformaciones de Lorentz se traduce casi inmediatamente en la condicion,
expresada en lenguaje matricial,

ATnA =1

lo que indica que las matrices del grupo de Lorentz tienen determinante +1
(en relatividad especial, como en electromagnetismo, se trata el subgrupo or-
tocrono propio El cuyos elementos poseen, entre otras, la propiedad de tener
determinante 1).

1.3.5. jQué es el grupo de Poincaré?

Es el grupo que identifica las simetrias de un sistema en relatividad especial.
Estd formado por rotaciones espacio-temporales (boosts o transformaciones
de Lorentz puras, més rotaciones espaciales o giros) y traslaciones espacio-
temporales.

En total consta de 10 parametros libres: 6 asociados a rotaciones espacio-
temporales (tres correspondientes a, por ejemplo, angulos de Euler; y 3 més
para cada una de las componentes de la velocidad en la transformacién de
Lorentz hacia otro inercial) y 4 de traslaciones.
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1.3.6. ;Qué es el sistema de referencia propio? ;jQué es el tiempo
propio?

El sistema de referencia propio es de especial utilidad en relatividad especial.
Es aquel que se mueve solidario a la particula respecto a un inercial dado y
desde el que, evidentemente, la particula permanece en reposo.

El tiempo propio de una particula es el tiempo medido por un observador que
estd anclado al sistema de referencia solidario con la particula. Evidentemente
se han de cumplir las transformaciones de Lorentz por lo que la relacién entre
el tiempo medido por un observador en un referencial dado y el tiempo propio
es

o, infinitesimalmente,
ydr = dt.

Una consecuencia interesante es que el tiempo propio siempre es menor que
el tiempo medido en cualquier otro inercial. Un hecho no menos importante
relacionado con el concepto de tiempo propio son las aparentes paradojas en
la desintegracion de mesones.

1.3.7. Cuadrivelocidad y cuadriaceleracién.

A partir del concepto de tiempo propio se define la cuadrivelocidad como el

cuadrivector
dxt
ut = —
dr
y la cuadriaceleracion como

Pzt du

T odr? dr

Sean un sistema de referencia inercial y el sistema de referencia propio, enton-
ces, desde el sistema de referencia dado, la particula tiene una cuadrivelocidad
u* = (¢, V), donde ¥ es la velocidad de la particula respecto de este siste-
ma. Asimismo, desde el sistema de referencia propio, la cuadrivelocidad de la
particula es u% = (c, 6) Evidentemente podemos pasar de un referencial a
otro sin mas que aplicar una transformacién de Lorentz con velocidad v a la

cuadrivelocidad medida respecto del inercial no propio

b*

Puede demostrarse que

v = (v*0a/c, v (5a)v/ ++°a) (3)

10
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donde @ es la aceleracién de la particula medida desde el sistema no propio; y
que
V', =0,

es decir, cuadrivelocidad y cuadriaceleracién son siempre perpendiculares.

1.3.8. jPueden tratarse sistemas no inerciales en relatividad especial?

Un error ampliamente difundido consiste en concluir que la teoria especial
de la relatividad no puede tratar sistemas no inerciales, es decir, acelerados.
Einstein, Poincaré y compania trabajaron extensamente sobre sistemas iner-
ciales y de ahi que se haya generalizado, e incluso restringido, su uso para el
tratamiento de este tipo de sistemas. Sin embargo es posible generalizar estos
resultados del mismo modo que se generalizan las ecuaciones de Newton en el
caso de sistemas no inerciales (Teorema de Coriolis). Desde luego se complica
el formalismo y la métrica, antes plana?, se convierte en una métrica curva
cuyos elementos son, en general, funciones de las coordenadas del espacio de
Minkowski.

Un caso particularmente facil de tratar es el del movimiento rectilineo uni-
formemente acelerado relativista. Para ello basta considerar el sistema de re-
ferencia propio como un conjunto de sistemas de referencia inerciales infini-
tesimales ligados a la particula y con su misma velocidad. A partir de las
transformaciones de Lorentz para la velocidad (2) es posible deducir las re-
laciones instantdneas para la aceleracién entre ambos sistemas de referencia
llegando a una ecuacién diferencial de primer orden en variables separadas de
la forma 5

dt = dv M

a

donde a es la aceleracion constante que posee la particula respecto del inercial
no propio.

2La introduccién de este término no es para nada trivial; de hecho es necesario un trata-
miento bastante méas profundo del asunto para explicar correctamente lo que se entiende
por una métrica plana. Para el lector iniciado una métrica plana es aquella para la que
el tensor de curvatura es idénticamente nulo. Uno estd tentado de pensar que el hecho
de que los coeficientes de una métrica dependan del punto garantizard que exista una
curvatura no nula para el espacio-tiempo que representa, sin embargo esto no es cierto
ya que la propia métrica de Minkowski puede expresarse, en coordenadas esféricas por
ejemplo, de modo que sus coeficientes sean funciones de las variables espaciales no de-
jando de ser por ello una métrica plana. Para hilar incluso més fino quizé alguien haya
oido hablar algo de las ecuaciones de Einstein en Relatividad General: resulta que si
una métrica es plana, entonces el tensor de campo es nulo y resulta que el espacio de
Minkowksi es un espacio vacio de materia, razén por la cual puede suponerse que este
tipo de espacio-tiempo resulta una buena aproximacién cuando se traten regiones del
espacio sin contenido material apreciable.

11
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Puede demostrarse que la trayectoria espacio-temporal de la particula es una
hipérbola.

1.3.9. ;Qué es el cuadrimomento para una particula libre?

Para una particula libre de masa m el cuadrimomento es una generalizacion
del trimomento usual de la mecanica en la forma

pt = mut.

Evidentemente, para un sistema inercial cualquiera y una particula libre mo-
viéndose con velocidad v respecto a aquél

p“ = P)/m(ca ’U)
y, en el sistema de referencia propio,
s = m(c,0).

Para un sistema de particulas puede definirse el cuadrimomento total como
N
Pt = Z h.
n=1

1.3.10. Energia y masa. jCambia la masa de un cuerpo dependiendo
de su estado de movimiento?

La energia relativista estd muy relacionada con la componente temporal de
cuadrimomento. En efecto, puede demostrarse que ésta se conserva si el sistema
es invariante ante traslaciones temporales. Por definicién, entonces, la cantidad
conservada asociada a esta invariancia es la energia total del sistema

E =cP". (4)

Ademsés
— PP, = m?*c® (5)

como puede desprenderse del hecho de que la contraccién sea un invariante
tensorial y puede ser evaluado en el sistema de referencia donde mas comodo
resulte, por ejemplo, en el sistema de centro de inercia, donde el trimomento
total se anula (véase, por tomar un libro breve y conciso, [2]) y queda solo
componente 0 del cuadrimomento?.

Notese que hemos efectuado una definicion a la hora de enunciar el anterior
resultado: definimos la masa de un sistema como el valor mas bajo que puede
tomar la energia en él.

3 Un tratamiento més refinado a la hora de concluir este resultado exige un conocimiento

12
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En efecto, en cualquier otro sistema de referencia, y a la vista de (4) y de
(5), se tiene

E?/ — PP, = m*® — E? = P2+ m*c¢* > m*c.

Obsérvese, ademas, que esta masa contiene contribuciones no solo de las
particulas individuales sino también de las energias internas (de atraccién o
respulsién entre ellas) y de las energias cinéticas en el centro de inercia.

Esta definicién puede resultar extrana a primera vista, sin embargo, en nu-
merosas ramas de la fisica hay que optar por obrar de este modo ya que,
parafraseando de mal modo a Ortega y Gasset, un cuerpo es un cuerpo y sus
circunstancias: muchas veces no tiene sentido hablar de masas desnudas porque
nunca veremos a los cuerpos fuera de las interacciones a las que estan some-
tidos (la renormalizacion electrodindmica de la masa es un ejemplo altamente
claro de ésto).

0 Segun lo anterior la masa de una particula o de un sistema no cambia con
la velocidad. En algunos textos (por ejemplo, en [2]) se hace referencia
a los conceptos de masa relativista y masa en reposo, y se afirma que la
masa de un cuerpo aumenta conforme su velocidad crece, sin embargo es
mas adecuado introducir una nueva definicién de masa con carédcter inva-
riante. Una de las razones que se suele argiiir para defender esta postura
es la de no entrar en confusiones a la hora de entender los intersticios de
este aparente aumento de masa: no se trata, en ningin caso, de ningin
tipo de transformacién de las propiedades internas del cuerpo sino de un
aumento debido a la propia geometria del espacio-tiempo.

o Notese entonces que la energia total en el sistema de referencia propio
para una sola particula libre toma la popular forma

E =md®

mientras que para el sistema de referencia desde el que la particula se
mueve con una velocidad v determinada es

E = myc®.

mas avanzado de los entresijos de la teoria de grupos y, en especial, del grupo de Poin-
caré. En ciertos grupos puede encontrarse un numero finito de operadores invariantes
bajo la acciéon de todos y cada uno de los elementos de los mismos; estos operadores
invariantes o de Casimir proporcionan ciertas cantidades invariantes, o Casimires, del
sistema. Puede demostrarse que el operador —P, P*, donde P, = 9, es el operador mo-
mento(o generador de traslaciones infinitesimales), es un operador de Casimir del grupo
de Poincaré cuyo espectro de autovalores (previa prescripcién de ciertas condiciones de
anulacién en el infinito sobre los campos que definen el sistema) estd compuesto por la
cantidad invariante m?c?, siendo m la masa en el mismo sentido en que la definimos
arriba. Para una descripcién més detallada son ttiles las referencias [1, 5].
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o La relacion entre las energias medidas por uno u otro sistema de refe-
rencia inercial vendrda dada, como siempre, por una transformacién de
Lorentz (en este caso de la componente temporal)

cPY = AoucP“.
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