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Resumen

En este documento veremos una explicacién completamente detallada de algunas férmulas basicas de
sumatoria, como las sumas de los primeros n naturales, primeros n cuadrados de naturales y primeros
n cubos de naturales; la conexién de estas férmulas con la Propiedad Telescépica, con el Tridngulo de
Pascal y con el Binomio de Newton que definiremos a través de coeficientes binomiales, el que también
nos permitird hallar la primera generalizaciéon. Finalmente hallaremos por recurrencia entre coeficientes,
la férmula polinémica general de la suma de las k-ésimas potencias de los primeros n naturales.

1. Introduccion

Hay férmulas de sumatorias que son muy conocidas, como las que son de la forma

n

Zik, para todo k € Ny, !

i=0
como por ejemplo
- 1
Zi=O+1+2+3+4+...+n:%, para k = 1, (1.1)
i=0
- D(2n+1
Zz’z:02+12+22+32+42+...+n2:"("+ )6( "D k=2, (1.2)
i=0
y que entre ellas destaca esta curiosidad
n 2 n 2
1
Zi?’=03+13+23+33+43+...+n3:[n(n;)} = > i| , parak=3, (1.3)

=0 i=1

donde se ve que Y i3 es el cuadrado de Y i, por lo que de alguna manera estas férmulas estdn relacionadas
entre si. Entonces intentaremos hallar la suma de las k-ésimas potencias de los primeros n naturales?, es
decir

n

S b =0F+1h 4ok p3bpah 4 5h 440k VEEN,. (1.4)

i=0
Cabe destacar que la generalizacion para la suma de las k-ésimas primeras potencias, la realizé con anteri-
oridad el matemadtico suizo Jakob Bernoulli (1654-1705).

1La notacién Ng corresponde al conjunto de los nimeros cardinales, que contiene en su totalidad a los nimeros naturales N
y ademas al nimero 0.

2En estos casos se podria hablar de los primeros n + 1 cardinales, pero se pueden considerar todas las sumatorias de este
tipo partiendo de 0 6 de 1, ya que el resultado no cambia, porque el término evaluado en 0 da 0.
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2. Meétodo de las Capas (Propiedad Telescépica)

Comenzaremos explicando el método geométrico de las capas de cuadrados, que en particular, nos
servird para hallar >4 la sumatoria lineal (1.1).

Bueno, para empezar supongamos que tenemos un cuadrado de lado ¢, y queremos que el lado del
cuadrado aumente en h, para lograr ello, deberemos agregar un area o capa determinada, como muestra la
figura a continuacion.

q h q+h
h qh h?
q
d 2
+ (g+h)
q ¢ q 7 qh h

Si nos fijamos bien en la figura, podemos notar que
@®+2qh+h*=(qg+h)? VqheR" (2.1)

Ahora si queremos que un cuadrado de lado ¢, que llamaremos de ahora en adelante A,, aumente su lado en
s6lo una unidad h = 1, para que se forme un cuadrado de lado ¢ + 1, le agregaremos una capa llamada C,,
con lo que segtn (2.1) queda

(g+1)2=¢*+2¢+1, VgeRT,

que utilizando nuestra nueva notacién, queda asi

Agi1=Ag+Cy ¥V g €RY, (2.2)

De ahora en adelante, centraremos nuestra atencién en los cuadrados con lados de valores naturales, es
decir, con ¢ € N. Empezando con un cuadrado de lado 1, se cumple por (2.2) que

A1 + Cl = AQ.
Si ahora al cuadrado A; le vamos sumando capa por capa

A+ Ci= A
Ay +C0y = Ag
Az +03= Ay
Ay +Cy = Aj
A+ Cy +Cy +Cs +Cy = A,

entonces, tenemos que
A +C1+Co+ ... +Cp = An41,

dejando a un lado las capas
Cl+CQ+...+Cn:An+1—A1,

o sea, tenemos que
n
E Ci=Apnt — Ay,
i=1

y recordando (2.2) tenemos que Cy = A,11 — A, entonces,

> A —Ai=Ann - A (2.3)

=1
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esta férmula se conoce como Propiedad Telescépica.

Ahora podemos proceder a calcular nuestra primera sumatoria. Como A4, = ¢, entonces reescribiendo
(2.3) nos queda

n

(n+1)?=1=) (i+1)> -

n?+2n=> (2i+1)

=1
M+%:i%+i1
i=1 =1

n
n2+2n:22i+n
i=1

i:i _n(n+1)
; B 2 ’
i=1
acd lo que hemos hecho es despejar > i, por lo que hemos obtenido el resultado de la suma (1.1),3

n(n—&—l).

§:i=1+2+3+4+5+”.+n= 5

i=1

Ahora utilizaremos el mismo método, pero en vez de capas de cuadrados, lo haremos con capas de cubos, es
decir Ay = q>, esto nos servird para poder despejar Y42 y obtener el resultado de la férmula (1.2). Volviendo
a (2.3) tenemos que,

n

(n+1°-1=) (i+1)° -
i=1

n®+3n% +3n = (3i®+3i +1)

i=1

n n n
n3+3n2+3n:32i2+32i+21 /Usamos (1.1)
i=1 i=1 =1

- 3 1
n3+3n2+3n:3§_1i2+n(712+)+n
"L, 3n(n+1)
3 2 2
3 2 :35 _—
n’ 4+ 3an® +2n i:1z + 5
Ny 3n(n+1)
3 2 _ 3 0302 109
iE:lz n° +an° +2n 72
Yot om0
3 3 2 2

"N, 20430+
2=

Ny n(n+1)(2n + 1)
2" 6

3En el desarrollo, se ha considerado obvio que 3 1 = n, que corresponde a la sumatoria con k = 0, o sea, 3. i°.
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o sea,
n

ZiQ:12+22+32+42+52+...+n2:

=1

nn+1)(2n+1)
G .

Teniendo que A, = ¢* y usando nuevamente (2.3), podremos despejar > i® y obtener el resultado de la
férmula (1.3)

n

(n+1)*=1=) (i+1)*-
i=1

nt +4n® 460 +4n =Y (4i° + 6i° + 4i + 1)
=1

n n n n

nt o dn® f6n® +dn =43 B 46> 44> i+ Y 1 /Usamos (1.1) y (1.2)
i=1 i=1 i=1 =1

n* 4+ 4n® 4+ 6n% + 3n = 4Zi3 +nn+1)2n+1)+2n(n+1)
i=1

421’3:n4+4n3+6n2+3n72n373n2fn72n272n
i=1

n
421'3 =n* +2n3 4+ n?

i=1
422'3 =n?(n*+2n+1)

i=1

zn:i?’ _ n?(n+ 1)?

. 4

i=1

- n(n+1)7]°

ZiB = {2} /Usamos (1.1)

s
Il
-

INgE
~.
w
I

N
I
-

n 2
i
=1
0 sea,

n 1 n
Zi3:13+23+33+43+53+...+n3=[(n+ } [ z]

i=1 i=1

3. Generalizacion del método con el Binomio de Newton

Como las 3 sumatorias anteriores las hemos obtenido con el mismo método, podriamos perfectamente
seguir calculando las sumatorias para los siguientes valores cardinales de k. Si nos fijamos en cada sumatoria
de potencia k, se obtuvo con un polinomio de grado k + 1, pero al generalizar e intentar despejar 3 i* nos
encontramos con un pequeiio problema al intentar hallar (1.4), ya que si A, = ¢"*1, entonces al usar (2.3)

nos queda
n

(n+ 1R —1= (i + DFF =" v ke N, (3.1)
i=1
y como vemos, en ambos lados de la ecuacién hay un binomio de grado k + 1, es decir,

(a+b)* 1 =(a+b)-(a+b)-(a+b)---(a+b) (a+b), Vke Ny, (3.2)

k41 veces
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por lo que para calcular el polinomio final, hay una serie de combinaciones que nos entrega el Triangulo de
Pascal, donde cada numero es la suma de los dos nimeros que se ubican arriba

1 = 20=(1+1)°
11 = 2'=(1+1)!
12 1 = 22=(1+1)2
1 3 3 1 = 22 =(1+1)%
1 4 6 4 1 = 2'=(1+1)*
1 5 10 10 5 1 = 2° = (1+1)°,

como vemos, la suma de los nimeros de cada piso del tridangulo corresponde a las potencias de 2. Pero el
tridngulo también nos sirve para determinar los coeficientes de los polinomios resultantes de las potencias
de un binomio cualquiera, hacemos (1 + 1) = (a + b) y nos queda

1 = (a+b)’=1
11 = (a+b)'=1a+1b
2 1 = (a+0b)? = 1a® + 2ab + 1b?
1 31 = (a+1b)® =1a® + 3a®b + 3ab® + 1*
1 4 4 1 = (a+0b)* = 1a* + 4a°b + 6a°b? + 4ab® + 10*
1 5 10 10 5 1 = (a+0b)° =1d° + 5a*b + 10a®V? + 10ab* + 5ab® + 16°

donde el coeficiente binomial (k) es el nimero de subconjuntos de j elementos que se pueden escoger dentro
de un conjunto de k elementos. Por lo que usando combinatoria, cada coeficiente binomial se puede expresar
de la siguiente manera,

(k) k(k=1)(k—=2)---(k—j+1)
i) 1-2:3---(j—1)-j

, VEk,je€Zconk>j>0,
o bien,

N 7Vk,'€Z ]{j2207
(1-2~3---j)(1-2~3---(k—j)) 7 con j

(k) 1-2.3 - (k—5)-(k—j+1)-(k=2)-(k—1)-k
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lo que con el uso de factoriales 4 se reduce a,

k k!
) =————, VEk jEZconk>j>0. 3.3
(J) Ik —j)! J J (33)

Usando (3.3) podemos dejar en forma polinémica toda potencia natural de cualquier binomio,

k k k k k k
(a+b)F = (0>ak + (1)ak_1b+ (2> a" T L+ (k - 2) a?bF =2 + (k - 1) abf 1+ (k) v*, ¥ k€ Ny,®

de otra forma,

k

(a+ D)k = ; (’;) aF =iy (3.4)

esto se conoce como Binomio de Newton, y (3.4) lo podemos usar directamente en (3.2), quedando asi,

k+1
@+ =) (kTL 1) ah Ity (3.5)

=0

y como en ambos binomios de la ecuacién (3.1) hay un término 1, (3.5) se reduce a

(a+ 1)F = ]il <k’ + 1) o, (3.6)

=0~ 7

Con todo esto, ya estamos listos para desarrollar la expresién que habiamos dejado atras e intentar
despejar ¥, entonces recordando (3.1) tenemos que

n

(n+1)kF1 1= Z(z )R jkHL /Usamos (3.6)
k+1
k+1
1+ (
=0
k1
k+1
—1+) < :
§=0

N~ ~—
3 3
o .
I Il

iM: I I

<. =~

M- LM%
/N N
=yl =
S+ oS+
— —
v \_/

ol
+
=

J
k+1 n n k-1
E+1 kE+1 E+1
—1+Z< , )m: ( mzz( , )
7=0 J i=1 k =1 j=0 J
n k+1 n k—1
k+1> & <k+1) ; Zz(k+1)j
1 . n’ — . 1
( i=1 j=0 J i=1 j=0 J

n k+1 k—1 n
(k:—]:1> o (k+1) ; Z<k+1> y
i=1 =1 i=0 J i=1

z J

y ya con esto podemos despejar > i* obteniendo el resultado de (1.4) de manera recursiva,

. ’il(k;q)j Z(k—i—l)zj

z,;zk == (k . 10) (37)
k

4En combinatoria se tiene que k! =1-2-3---(k —1) - k.
5En vez de referimos al conjunto de los ntimeros cardinales Ng, nos podemos referir al conjunto de los ntmeros enteros Z
que no sean negativos, es decir, de ambas maneras se hace referencia al mismo conjunto.
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y ya que segun (3.3), tenemos que

k+1\  (k+1)! (k+1)! 1-2:3---(k—1)-k-(k+1)
(kz)k!(k:+1—k)! K 1-2-3---(k—1)-k

=k+1, VkeN,, (3.8)

luego la férmula (3.7) usando en ella (3.8) se reduce a

ZZ k+1 %(l@—H) “(kH)Z ‘ 59)

j=1 j= i=1

4. Sumas en forma de Polinomios

Como nos dimos cuenta en los desarrollos de la seccién 2, cuando despejdbamos una sumatoria de la
forma 3 i*, se obtenia un polinomio de grado k + 1,% también sabemos que un polinomio de grado k + 1 se
escribe asi

k+1
P(n) = Z amn™ = ap 0+ apn® + ap_1n* 7+ agn® 4+ agnt + agn® (4.1)

m=0

y como Y i* corresponde a un polinomio de grado k + 1, entonces tenemos segtin (4.1) que
n k+1
Zik = Z amn™ = ak+1nk+1 +apn® + ap_1n* "+ L+ aen® + arnt + agn®, (4.2)
i=1 m=0

ésta es la forma polinémica que intentaremos hallar para >_ i*. No obstante, para ello necesitaremos saber
el valor de los coeficientes a,,.

Ahora tomaremos las sumatorias (1.1), (1.2) y (1.3); y las escribiremos en forma de polinomios. Em-
pezaremos con (1.1),

y nos queda finalmente que

Seguimos con (1.2),

=2 6
3 +3n2 4+ n
6
quedando asi
n 1
212—§n3+§n2+6n (4.4)
1=1

6Lo que también se mencioné al inicio de la seccién 3.
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Finalmente con (1.3),

=1

~ n*(n®+2n+1)

- 4

_nt+ 2n3 +n

- 4
n* n n? n n2

=—+ =+ —n
4 2 4

quedando asi
ZZ n + n +4n + On. (4.5)

Observacion. Si nos fijamos bien en los resultados anteriores, se cumple en todos que

1

ag+1 = m (46)
1

a/k: = 5 (4.7)

apg = 0, (48)

estos coeficientes muestran que existe cierta similitud entre las formulas de sumatorias, y si ponemos especial
atencién en (4.6) nos podemos dar cuenta de algo, los coeficientes dependen de k, pero atin no sabemos el
valor de todos ellos, ni por qué existe dicha similitud.

5. Polinomios con Coeficientes Binomiales

Los polinomios obtenidos anteriormente, no nos dan la suficiente informacién como para poder hallar
recurrencia en mas coeficientes que los encontrados en la seccién 4, pero si recordamos la seccién 3, para las
sumatorias se obtuvo una forma mucho méas completa, que incluia coeficientes binomiales. Recordemos la

férmula (3.7) AL k+1
RGP (ot

: k+1 ’
i=1
k

con esta férmula calcularemos de mejor manera los coeficientes de las sumatorias.

LEMA 5.1 Para todo k,j € Z con k > j > 0 se cumple,

0-(")
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Demostracion. Usando (3.3), tenemos que para todo k,j € Z con k > j > 0 se cumple,

k k!
(j> ~ k=)
K
(k=)
k!
~ (k= )k~ k)
k!
(k= )k = (k= )"

o sea,

k k
():( _),paratodok,jEZconk’ZjZO
J k—j

quedando demostrado el lema.

Ahora, con (5.1) se obtiene de manera trivial que,

k+1 k+1
= k,j€Z kE+1>4> 2
( i ) (k_jH),v JjEZconk+1>34>0, (5.2)

entonces con (5.2), la férmula (3.7) queda asi
k+1 k-1 n
Z k+1 i Z E+1 Z .
n —\k—j+1 —~ \k—-j+1
Zik _J= Jj=0
(k + 1) ’

i=1
1

(5.3)

con ella hallaremos nuevamente las primeras sumatorias, pero esta vez dejaremos los coeficientes expresados
en funcién de coeficientes binomiales, sin calcular su valor numérico, ademds calcularemos >_i". Todo esto
nos servira para obtener méas detalles de las férmulas y poder hacer una generalizaciéon por recurrencia.
Empezemos con > i%, por lo tanto haremos el remplazo de k = 0 en (5.3),

n

S0+ 1 o e/ 0+1
Z(O—j—s—l)nJZ( —g+1>z !
Jj=1 Jj=0

()

3

i0 =

<.
—

(5.4)
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Polinomios con Coeficientes Binomiales

Seguimos con Y_i!, donde reemplazaremos k = 1 en (5.3)

(5.5)

10
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6. Coeficientes de los Polinomios de las Sumatorias

Hemos obtenido en la seccién 5 los polinomios de las sumatorias, sin detenernos a resolver los coeficientes
binomiales, ya que habriamos llegado a los mismos polinomios obtenidos en la seccién 4.7

Pero lo que nos interesa ahora, es hallar una férmula para cada coeficiente del polinomio (4.2), entre las
pocas férmulas para algunos coeficientes encontrados en 4, recordemos por ejemplo (4.8)

(ZOZO,

a simple vista se ve que es cierto, pero en la seccién 5 vimos que en la férmula (5.3), no se generaban
términos libres (o factores de ag), independientemente del valor de k. Por lo tanto (4.8) se cumple para todo
k € Ny, entonces el polinomio que buscamos (4.2) lo podriamos escribir de una manera un poco mas bonita,
quedando asi:

n k

) - 1 —1 2 1
E ik = E Qg1 —m - NI = a0 an 4 a0 4+ L+ aon® + agnt. (6.1)
=0

m=0

Los polinomios para las sumatorias que hemos obtenido son (5.4), (5.5), (5.6) y (5.7), que los enlistaremos
ordenadamente asi:

1

N\
o
N

3

n
> il =
i=1

()

0. [0 00

=T 00 | |

o 0,10 Q01 (O O OO O,
=070 000 ole o0 o0

o 10 OO0 OO BE] Q6.
=070 00O 0l ool 0

O GO0 Q0 06 00) 010 B O

4\ (4 3\ /3 2\ 2\ /| /3 /1| /4 2\ 2\ [\ | (4 1
0 O O 61 O6) OLIE OO GO
Observacién. Como bien recordamos en la seccion 4 los coeficientes de los polinomios dependian de alguna
forma de k. Ahora aqui al ver la lista de sumatorias, podemos darnos cuenta de que los coeficientes de cada
polinomio de la forma mencionada en (4.2) tienen una estructura muy similar, y podemos notar facilmente
que en (5.4), (5.5), (5.6) y (5.7), dichas similitudes existen tal y como nos lo esperdbamos, debido a que cada

sumatoria se obtuvo mediante un método analogo, descrito y desarrollado en las secciones 2 y 5. Por lo tanto
se puede decir que para toda sumatoria de la forma 3" %, para k € Ny con k > 4, se cumple en los primeros

"Téngase en cuenta que las férmulas de sumatorias obtenidas anteriormente (1.1), (1.2) y (1.3), son las mismas que los
polinomios (4.3), (4.4) y (4.5), y también las mismas que los polinomios con coeficientes binomiales (5.5), (5.6) y (5.7), a pesar
de verse muy diferentes unas de otras.

13
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4 coeficientes siempre que,

bt »
)
MEVREIIo
SYREIE
L) [0 O (06,
SYRSBIGNCLeDI NSVIeY
LR CE QI CICDT ).
(TN Ole) Tl o)
(Al Lt o6
(k—;l) (k;l) <kz;1> (k;2) (k—i—l) (k:;2>

LEMA 6.1 Para todo k € Z con k > 0 se cumple que (4.6) es cierto y también que,

kE+1 J
0 0 . .
= , para todo j € Z con j > 0. (6.6)

W1 = " k1
1 1

14
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Demostracion. Usando (6.2) y luego (3.3), tenemos que para todo k € Z con k > 0 se cumple,

k+1 (k +1)! (k+1
<()> 0k +1-0)! _ (k+1)! _

RGO ER GO GE

! 1

~— | —

= — = , para todo j € Z con j >0

k+1 k+1 k+1
() ) ()
k+1 k+1
(o) ()
T k+1y  k+1
< 1 ) Mk+1-1)!
k+1
()
Ck+1)! B4+ 1
k!
0 sea,
(o) )
1 0 = 0 , para todo k,j € Z con k,j >0 (6.7)

WAL= T T Tkt k+1
1 1

quedando demostrado el lema.

Ahora lo que buscaremos, serd reducir cada uno de los coeficientes del polinomio y dejarlos en funcién
de k, que como recordamos, es el exponente de nuestra sumatoria buscada. Comenzaremos con el coeficiente
(6.2) que usando (6.6) se reduce asi

J
0

<k+ 1)

0

Ak+1 (k n 1) (k m 1) , para todo k,j € Z con k,j > 0,
1 1

o sea, con j = k nos queda,

k)
0
———~—, para todo k € Z con k > 0. (6.8)

Ap41 = k+1
1

LEMA 6.2 Para todo k € Z con k > 1 se cumple que (4.7) es cierto y también que,

() Ca)l) C0) ()0 o oo

() (6 ) (0
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W

Demostracion. Usando (

1N

) v luego (3.3), tenemos que para todo k € Z con k > 1 se cumple,

(k+1)!
Tkt 1 ;E) (g) - <:i> A %)2)! k<§-)1 fUsamos (6.7)
D) (0 ) w1
o 1k + DIk —1)! _(kJ{l)_ k+1)! 1 1
N\ 2&!(E—1D)!(k+1) (k;rl) 2k (k—1) ~ 2 2

.

U+ DG —1)! (jil) (jgl

S 24l - DG+ 1) <j+1> - (j+1§

1

<.

1

Il

o sea,

I
_
— \_/\_/vvv

, Vk,j€Zconk,j>1

quedando demostrado el lema.

Seguimos con el coeficiente (6.3), que usando (6.9) y luego (6.8) nos queda que para todo k € Z con

k> 1, se cumple que
G I 10 G B 0 T G I
SURESIONCO IS (1)
, para todo k € Z con k > 1. (6.10)

a1 =1—

o sea,

k k 1
1 k41
k:
1
LEMA 6.3 Para todo j € Z con j > 3 se cumple que,
J J—1
2) 2
N (7-2)
1 1
Demostracién. Usando (3.3), tenemos que para todo j € Z con j > 3 se cumple,

<j> j! (j—1)!
2)  2AG-2)! UG- T o

N A -2 (-2
() wom

ap =

(6.11)

1 I(j—1)! 1!
G-pt __G=D
G -3)! 2 —-1)—2)!
G- G-

UG =3 1(G-2)—1)!
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o sea,

, paratodo j € Zcon j >3

quedando demostrado el lema.

Seguimos con el coeficiente (6.4), que con (3.3), para todo k € Z con k > 2, se tiene
k+1 k+1 k -1 k+1\ (k-1

G EI6) GG G0
- k+1 k+1 k NERNYIENY

S0 COLE O] CED

luego hacemos j + 1 = k y luego para todokeZconkZQ tenemos que,
E+1 E+1 j+1 +1\ [j k+1 j
) G eT) )0 ) )
k—i—l) + (g+1> ]+1>(g) k+1 k: 1)

1 1

para todo j € Z con j > 1,

) ()
Usamos (6.6) y (6.9)
E+1 k+1 k+1
Ek 2 13 E’f - 13 E"’ : 1; a1 /Como k+1 >3 usamos (6.11) (6.12)
)G ()
(k;l) (k;l) (k:l)
(l;) ~ (§> " (k ;L 1> ak—H, para todo k € Z con k > 2. (6.13)

ak—1 = E—1
1
LEMA 6.4 Para todo j € Z con j > 3 se cumple que,
()6 G0
2 3 2 3
= . 14
-2 -1 (6149
1 1
Demostracién. Usando (3.3), tenemos que para todo j € Z con j > 3 se cumple,

(j+1) (g) (j+ 1) 4! (7 + 1! 4!
2 3)  2F -3 —3)! 2 —1)!31( —2)!

(j—2) B (—2)! (j—2)!
1 11(j — 3)! 115 —2)!
gt G+t G+upt gt
G -2l —2) 3G —2)!21(j — 2)!
B (- D! B (- D! ’
1 —2)! 115 — 2)!
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o sea,

(2)6)_(5)0)

(. 5 = , paratodo j € Zcon j >3
j—
1 )

ji—1
1
quedando demostrado el lema.
LEMA 6.5 Para todo j € Z con j > 3 se cumple que,
J+1 J
3 - 3
Jj+1 =2\
1 1
Demostraciéon. Usando (3.3), tenemos que para todo j € Z con j > 3 se cumple,

G*ﬁ) DY G+ )i -1

(6.15)

3 ) 3(G-2)! 30
G+1)_ G+ (j+1)
1 115! 1!
jG-nG-2 I3
_ 3! _ 35 —3)!
B (j—2) (1 —2)
1! 11(j = 3)!

o0 sea,

para todo j € Z con j > 3

J+1 J
3 _ 3
J+  (i—2)
1 1
quedando demostrado el lema.

(O 06 (0] Qe
) G 0le) £ICA) O
iR Keito]
) EE e

k+1
k+1
k—l—l
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o sea,

(6) (2 e (o) (1)
- ag—1 — ar — Ak+1
5 2 5 1 , para todo k € Z con k > 3. (6.16)

k=2 = k—2
1

7. Formula Polinédmica General

En la seccién 5, vimos lo parecidas que eran las férmulas de sumatoria para los diferentes valores de
k € Ny, luego en la seccién 6, hallamos las férmulas de los primeros coeficientes y las reducimos.

Ahora colocaremos los coeficientes (6.8), (6.10), (6.13) y (6.16), en la siguiente lista,

<k)
0
=~/ _ VYkeZconk>0

Gt = (k + 1)

(5)- () (*3)
- ag — Ak+1
2 2 3 , VkeZconk>2

(o) =5 Jors = ()= (1)
- k—1 — E— k+1
3 2 3 4 , Vk€Zconk >3,

con esta lista de coeficientes, y con las reestricciones de k para ellos, nos damos cuenta que efectivamente el
polinomio (6.1) puede tener como méximo k + 1 términos definidos,

n k
E it = § Akt1—m * phtl-m _ akﬂnk*l + aknk + ak,lnkfl + ...+ a2n2 + alnl.
=0 m=0

k+1 términos

Observacién. Nos podemos dar cuenta al ver la lista de coeficientes, la recurrencia entre ellos. Recordemos
que k es una constante, y que la variable que tenfamos en (6.1) era m, luego podemos notar, que esta variable
actia sobre el subindice del coeficiente ajy1, restandole su valor y dejando aj41—,,. De igual manera, la
variable m afecta el valor del coeficiente en el numerador y en el denominador, de la siguiente forma; m
es el valor que tiene el miembro inferior del tnico coeficiente binomial positivo del numerador y los deméds
coeficientes binomiales son afectados por m en el miembro superior, restando su cantidad. Ademsds, se ve
que siempre que un coeficiente binomial multiplica algin coeficiente recurrente del polinomio, el valor del
miembro superior de este coeficiente binomial, es igual al subindice del coeficiente del polinomio al cual
multiplica.

Todo esto se puede visualizar de manera mas facil a continuacion.
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Supongamos que k € Z y k > 4, tenemos entonces, que los primeros 4 coeficientes son:

(o)
41 = <k+1> param =0
1

MORGSE
§
GRGG
)
() (3o~ (1)

ap_9 = , para m = 3,

(+)

, param =1

, param =2

w

entonces,
k
a -\ aram =0
k+1—m — 2 Yl-m , P
1
k B k+2—m a
m 9 k+2—m
Af41—m = Frl_m , param =1
)
k k+2—m k+3—m
— Ak4-2—m Qf43—m
m 2 3
Ak+1—m = Erl—m , para m =
()
k B k+2—m B k+3—m B k+4—m
m 2 Af4+2—m 3 Ak+3—m 4 Af4+4—m
Aky1—m = (k Ty — , para m = 3,
)

Observacion. Desde aj en adelante, se puede notar que en el numerador aparecen términos negativos,
caracterizados por ser un producto entre un coeficiente binomial y un coeficiente del polinomio, donde
la cantidad de estos términos negativos estd dada por m términos. Ademads se puede observar que en cada
coeficiente binomial de término negativo hay un nimero que esté en la parte superior e inferior del coeficiente
binomial y ademds se encuentra en el subindice del coeficiente del polinomio al que multiplica; este nimero
aumenta en una unidad en el término negativo de la derecha, y se puede notar que el valor de este nimero
en los coeficientes varfa entre 2 y m + 1.

Siguiendo las reglas del juego para los siguientes m, podemos deducir como serian los siguientes coefi-
cientes de nuestro polinomio. Supongamos que nuestra sumatoria es de valor k lo suficientemente grande

21



Formula Polinémica General Gaston Rafael Burrull Naredo

como para albergar varios coeficientes, entonces los coeficientes del polinomio (6.1) serfan los siguientes:

n
-k k+1 k k—1 k—2
E 1 = Q41N B agn” + ag—1n + akg—om + ax_3n

i=0
k
()
Q41 = )
()

k— 1

3...+a3n3+a2n2—|—a1n

() = (3 owa = (5 ows = (Do (5w

()
G5 ) (- (’ég)é)akl (o (5
() O (G O (s (o (e

T ) e O ey S o

iHemos obtenido los coeficientes como queriamos!. Ademds de esto, si recordamos lo colocado en la pagina
anterior, nos damos cuenta de que es muy facil ver que los términos negativos se pueden escribir en forma de
sumatoria delimitada por 2 y m + 1, reduciendo la formula de cada coeficiente del polinomio quedando asi

k ey p—m
- Z Ak+p—m
m P

ak-‘,—l—m - (k ¥ 1 — m)

(7.1)

Finalmente, reemplazamos (7.1) en nuestro polinomio (6.1), y asi obtenemos la férmula polinémica general,
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para la suma de las k-ésimas potencias de los primeros n niimeros naturales:

k [angys p—m
n k k m) 22 P Whtp—m
E ’Lk — § Qo1 —mm - nk+1 mo_ E (k g m) . nk—H m7

=0 m=0 m=0

o bien,

= k k k k k k k k & P
= 1 2 4 PR -
2.702 0" +1°+2°+3"+4"+5"+... +n mgzo <k+1_m>
1

que era la férmula que querfamos encontrar.
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