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ds2 = −
(

1− 2M

r

)
dt2 +

(
1− 2M

r

)−1

dr2 + r2dΩ2 . � õ Ê õ	 
« �q� ¬ ��® ¬ �J¿¼ºj¾�»¼Ág� ²C�³¿Å® ¬ ��¾�ºC®g¾�»À�J�C� ¬ ²C� « »À� ¬ �h��»¼�d�?ÉÈ» ¬ �h�³ºC�¡WC�C»¼¾'�*µ\®g­ ÏR· ����­h�j¸
M
¸t¹Uºj� ¾��J­±­h� ¬ µm�J�C²C� ¾'�J� ¿Å® · ® ¬ ®ð²C�'¿Ñ®g´Jº
°±��­h�ð�C��´J­±� Ê¢V ®+ÆHºj� �C�J­h»À½��J�E�h��²C�¬ ºj¾�� ¬ � ¬ ®

r = 2M
¸A�'¿t¾'º\®g¿|� ¬ ºj�\® ¬ »À�C´JºC¿¼®g­h»À²\®g²=²C��¿ ¬ » ¬ �h� · ®�²C��¾��U�J­h²C�'�\®g²\® ¬

� ¬ »¼�C´gºC¿Å®g­±»¼²\®R²r®gµ\®R­h���E�h�   ¸ÈÆE®�¹sºC��¿Å®�¾'ºC­±�R®R�hºC­�®�� ¬ µm��­PÇb��¾��F® · ���E����­±��´JºC¿¼®g­��'�³� ¬ �µCºC�E�h� � ¬ ��µCºC��²j��� � ¬ ¾��g´J��­,¾��U�J­h²j���\®g²C® ¬ ²j�^£{­±º ¬ �n®g¿^­h�'´JºC¿¼®g­h� ¬ �'�ð� ¬ ®�­±��´J»ÀÁJ�   Ê� »À��� · ¯\®g­±´J�C¸E�\®+Æ�ºC�\®¢®gºj� Ì �E��»¼¾�® ¬ »¼�C´Jºj¿Å®g­±»¼²\®g²�²j�Ã¾�ºj­±�R®R��ºj­�®¢�'�v�'¿mµjºC�E���
r = 0

¸²C�J�j²C��¿Å®O¾�ºj­±�R®R��ºj­�®/²C��¿�� ¬ µ\®g¾'»¼���Ð��»À� · µo�O²j»À�J�'­h´J� Ê« �X´J�'�C��­h®g¿Ð¸AºC�2®g´Jºn°±�'­h�*�C��´g­h�*µCºC�'²C���h���C�'­ ·vÏg¬ µC®g­ Ïg· �'�h­h� ¬ ¹Uºj� ¬ » · µC¿¼���· ���E���
M � ¿¼® · ® ¬ ®   ÊL� »T» · ®g´g»¼�\® · � ¬ ¹sºC� ¬ �/�\®rÇb�J­ · ®g²j� · �'²C»Å®R�s�h����¿T¾'�J¿Å®Rµ ¬ �²C��ºC�H²j» ¬ ¾'�ð²C� · ®R���'­h»Å®È¸T��¿(®g´Jº
°±��­h�=�C�'´J­h�`µCºC��²j�J�\�\®R¿ · ���E���³µm� ¬ �'��­r®R²C� ·�Ïg¬



~��r~���@�;¤{>¥s9>?�}=¦&259A;=?�}=¦ $

§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§�§

¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨�¨
M

J

Q

©vª¬«�­(®°¯²±�³r±�´=µ¬¶�·�¸¹®¹ºe·�¶�»(·¼ºe®¾½�¯�»(µ¬º¿·JÀ¿µÂÁ�·¼ª¬Àe¶�·�Ã�ºÄ­(ÅÆ¯�«�­sÇ¼º¿®¹¶�Å(ºe«�®¼¶(´�È^¯�·°¯ÊÉ
M Ë�ÌÀ ¯�®¼«�¯¡ºeµ¬Í¿À¿¸¹®¹ª¬Àe¯ÆÉ

Q Ë�Î È¤¶�È¤ºeÅ�¸°¶�¯�Å(«�­�µÂ¯�®ÏÉ
J Ë8Ì º¿µ�À¿­Y¯�µÐºe·J®¹º¿·¹Ñ�¶�Å(·°¯�»(µ¬ºÏÃ(ºÏµÂ¯Ò ¶�®¹È^¯5º¿µ¬Ó¬Ñ�¸°ª¬Àe¯ÔÃ(º¿µYÃ(ª¬»�­sÇ¼¶(³�Õ>µ�®¹ºe·¾¸°¶ÐÃ(º�Ã(º8¸q¯�µÖµ¬º¿·:·¹º�º¿È^ªr¸°ºeÅhº¿Å Ò ¶�®¹È^¯5Ã(º�®¹¯�Ã(ªÂ¯�Àeª¬×�ÅÃ(­(®¹¯�Å�¸°ºÐºeµ�À¿¶�µÂ¯�Ñ�·¹¶JÉÙØYº¿ÀqÚY¯�· Ë ³

­(ÅY¯�ÀeªÖºe®¾¸q¯�À ¯�®¼«�¯uºeµÖÍeÀ8¸°®¹ªÖÀ ¯ Î ­�ÅÄÀ¿ª¬ºe®¾¸°¶�È¤¶�È¤ºeÅ�¸°¶&¯�Å�«�­(µÂ¯�® Ì À¿¶�®¹®¼ºe·¼ÑÛ¶�Å�Ã(ª¬º¿Å�¸¹ºe·�¯µÂ¯ÜÀ ¯�®¼«�¯ Î ¯�µ=È¤¶�È¤ºeÅ�¸°¶Ä¯�Å(«�­�µÂ¯�®�Ã(ºJµÂ¯ÄÈ^¯�¸¹ºe®¹ª¬¯ÞÝ�­�º�Àe¶�µÂ¯�Ñ(·¹¯�³cÕyÅ"®¹º¿µÂ¯�¸¹ªÖ½�ª¬ÃY¯�Ã«�ºeÅ�ºe®°¯�µ Ì ¸¹¶�ÃY¯�·yµÂ¯�·y·¼¶�µ¬­(À¿ª¬¶�Å�ºe·yÀe¶�®¹®¹º¿·¹Ñ�¶�Å(Ã(ªÖºeÅ�¸°º¿·�¯�¯�«�­	Ç¼ºe®¹¶�·yÅ(ºe«�®¼¶�·>ºe·¾¸q¯�À¿ª¬¶�ÅY¯�®¹ª¬¶�·À ¯�®¼«�¯�Ã(¶�· Î º¿Å�®¼¶�¸q¯�À¿ª¬×�Å Ò ¶�®¼È�¯�ÅJ­(Å(¯ Ò ¯�È¤ª¬µÖªÂ¯�Ý�­�º�Ã(º¿ÑÛº¿Å(Ã(º�Ã�º�¸¹®¹ºe·AÑY¯�®¹Á�È¤º¿¸°®¼¶�· ÌºeµcÃ(ºeÅ�¶�È^ªÖÅY¯�Ã(¶�ß¾¯�«�­sÇ¼ºe®¼¶JÅ(º¿«�®¹¶�Ã(ºuà�ºe®¼®¾áãâÔº¿ä=È^¯�Å�å°³�æAº¿È^ªr¸°ª¬È¤¶�·Ð¯Äçéè�ê�¯�µcµ¬º¿À¿¸°¶�®ª¬Å�¸°º¿®¹º¿·°¯�Ã(¶Ðº¿Å^À¿¶�Å(¶�Àeºe®yµ¬¯ Ò ¶�®¹È^¯xº8ë�Ñ(µÖÓ¬À¿ªÖ¸q¯ÔÃ(º=ºe·¼¸°¯�È^Í8¸°®¹ªÖÀ ¯�³�ìÔÅ¤Ú(ºeÀqÚ�¶iªÖÈ^Ñ�¶�®¼¸°¯�Å�á¸°º�ºe·�Ý�­(º�í3îeï�î�ðxµ¬¶�·Ð¯�«�­sÇ¼ºe®¼¶�·ÐÅ(ºe«�®¼¶�· Ì º¿ÅÄµ¬¯�¸¹ºe¶�®¼ÓÂ¯�Ã(º�µÂ¯�«�®¹¯ ½�ªr¸q¯�À¿ª¬×�ÅÞº¿·¼¸°Á�Å(ÃY¯�® Ì½�ª¬ºeÅ�ºeÅuÃ(º¿·¹À¿®¹ªÖ¸¹¶�·cÑÛ¶�®cµÂ¯Ð·¹¶�µ¬­(À¿ª¬×�Å¤Ã(ºÔàÐº¿®¹®3á3âÔº8ä=È�¯�Å Î Ñ�¶�®¢µÖ¶�¸°¯�Å�¸°¶i·¹×�µÖ¶iÑ�¶�®y¸°®¼ºe·ÑY¯�®¹Á�È^º8¸°®¼¶�·e´�È^¯�·¹¯^É
M Ë8Ì Àe¯�®¹«�¯^É

Q Ë:Î È^¶�È¤ºeÅ�¸¹¶i¯�Å(«�­(µ¬¯�®=É
J Ë ³�ÕyÅ¤ºe·¼¸¹º=·¹ºeÅ�¸¹ª¬Ã(¶�·¹ºÀe¶�Å�Àeª¬»�ºi¯^µ¬¶�·5¯�«�­sÇ¼ºe®¼¶�·ÔÅ�ºe«�®¼¶�·5À¿¶�È^¶¤µ¬¶�·Ô¶�»�Ç¼º¿¸°¶�·5È^¯�Àe®¼¶�·¹À¿×�Ñ(ª¬À¿¶�·=È�Á�·ÔÑ�ºe® Ò ºeÀ¿¸¹¶�·Ã(ºeµ�­(Å(ªÖ½�ºe®¼·¹¶ Ì Ñ�­(ºe·¾¸°¶ÐÝ�­(º=Ã(ºeÑ�ºeÅ(Ã�ºeÅh¸q¯�Å�·¼×�µ¬¶xÃ�º�ºe·¼¸°¯�·:¸°®¼ºe·:½�¯�®¼ªÂ¯�»(µÖºe·¿³�Õyµ(®¼ºe·¼¸¹¶�Ã(ºÃ(º¿¸°¯�µ¬µÖºe·=ÑY¯�®¾¸°ªÖÀe­(µ¬¯�®¹º¿·AÃ�º�µÂ¯hÈ^¯�¸°º¿®¹ª¬¯�Ý�­(ºiÀe¶�µ¬¯�Ñ(·¼×^ÑY¯�®°¯ Ò ¶�®¹È^¯�®�ºeµ|¯�«�­sÇ¼º¿®¹¶¤Å(ºe«�®¹¶É+È¤¶�È¤ºeÅ�¸°¶�·�Àe­(¯�Ã(®¹­�ÑÛ¶�µ¬¯�®¹º¿· Ì º¿¸¹À Ë ·¼ºñ®°¯�Ã(ªÂ¯�ÅiºeÅ�º¿µ�Ñ(®¼¶�À¿ºe·¼¶xÃ(º�À¿¶�µÂ¯�Ñ(·¹¶xº¿Å Ò ¶�®¼È�¯=Ã(º¶�Å(ÃY¯�·cº¿µ¬º¿À¿¸°®¼¶�È^¯�«�Å(Í8¸°ª¬Àe¯�· Î «�®¹¯ ½�ªr¸q¯�¸¹¶�®¹ª¬¯�· Ì Ã(º Ò ¶�®¹È^¯xÝ�­(º=ºeµ-¶�»�Ç¼º8¸°¶�òYÅY¯�µ(¸q¯�Å¤·¹×�µÖ¶·¹ºhÃ(º¿·¹À¿®¹ª¬»�ºhºeÅÞ¸¹Íe®¹È¤ª¬Å�¶�·5Ã(ºhµ¬¯�·5¸¹®¹ºe·�È^¯�«�Å�ªÖ¸°­�Ã(ºe·�¯�Å�¸¹ºe®¼ª¬¶�®¼È^º¿Å�¸¹º�È¤ºeÅ(À¿ª¬¶�ÅY¯�ÃY¯�·e³ó5ºe»�ª¬Ã(¶J¯�ºe·¼¸¹¶ Ì ¸°ÓÖÑ(ª¬Àe¯�È¤ºeÅ�¸°º�·¼º�Ã(ª¬À¿º¤Ý�­(º�µÖ¶�·Ð¯�«�­sÇ¼º¿®¹¶�·�Å�ºe«�®¼¶�·5ß3Å(¶�¸°ªÖºeÅ(º¿ÅÜÑÛº¿µ¬¶�åÉÙ½�ºe®Ô©vª¬«(³¬É¾±�³Ö± Ë¢Ë ³ìÔÅY¯�ÑY¯�®¼¸°ªÖÀe­(µ¬¯�®¹ªÖÃY¯�Ãôª¬Å�¸°º¿®¹º¿·°¯�Å�¸°ºÞÃ�ºeµ Ò º¿Å(×�È¤ºeÅ(¶õÃ(º/µ¬¶�·u¯�«�­	Ç¼ºe®¹¶�·�Å(º¿«�®¹¶�·�ºe·Ý�­(ºÞºe·�ªÖÅ�½�¯�®¼ªÂ¯�Å�¸¹º�Ã(ºÞº¿·¹À ¯�µÂ¯�³�ìÔÅöÑ(µÂ¯�Å(º¿¸°¯õºe·�­(ÅöÑ(µ¬¯�Å(º8¸q¯õ·¼×�µ¬¶�·¼ªx·¹­öÈ^¯�·°¯Ä·¹º
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���j¾�ºC�'�s�h­�®³���E��­±��ºC�\®rÇb­�®R¾�¾�»ÀÁJ� ²C��¿¼® · ® ¬ ®v²C��¿¼® Ò »¼�'­h­�®vÆ�ºC�\® ¬ µm�U¾+® ¬ �g��¾'� ¬ ¿Å®· ® ¬ ®³²C�vË�WCµC»À�h��­ Ê � µm� ¬ ®R­�²C��¹sºC�v¿¼®�¿À�'Æ*²C��´J­�®+�U»À��®g¾�»ÀÁJ�=²C���(�¿[��h�J� �C����»¼�'�C�ºC�\®¢� ¬ ¾�®g¿Å®¢µC­h��Çb��­h»À²\®j¸s¿Å® ¬ � ¬ ��­±��¿À¿Å® ¬ Æ�µj¿Å®g�C���F® ¬ ��ÉÈ» ¬ ���'� ¬ ÁJ¿À��²C�'�s�h­h�O²j�Ñ²C»ÀÇb�'­h�'�s�h� ¬­�®R�C´J� ¬ ²j� · ® ¬ ®v²C�'¯C»¼²j�³®v¿Å® ¬ � ¬ ¾�®g¿Å® ¬ »¼�C�j��­h�'�E��� ¬ ®r¿¼® · ®R���'­h»Å®�²C�O¿¼®v¹sºC��� ¬ ��� ¬�J¯U°±����� ¬�¬ ��Çb�J­ · ®g� Ê¿Z �J­��'¿J¾��g�s�h­�®g­±»¼�C¸'ºC�,®g´Jºn°±�'­h���C�'´J­h�&µCºj��²C�����'�C��­�¾'¿ Ïg¬ »¼¾�® · �'�E���¾�ºC®g¿¼¹sºC»À��­ · ® ¬ ® Êz«�¬ �h��� ¬ ® ¬hÄ ²C®g²C�³¹sºC�/¿Å® ¬ ¿À�'Æg� ¬ ²C�/¿Å®�­h��¿¼®R��» �U»¼²\®g²�´J���C�'­�®g¿ � ²C�»¼´gº\®g¿ · ®g�C�'­�®/¹sºC��¿Å®/®g�E��»À´Jº\®OÇb�J­ · ºC¿Å®g¾'»¼ÁJ�v²C���(�¿[��h�J�   �C��»¼�E�J�J¿ÀºC¾�­h®g�³�C»¼�j´JºC�\®� ¬ ¾+®g¿¼®=µj­h�'Çb�'­h»À²\®j¸AÆqµm�J­h¹sºC�³ºC�H®g´Jºn°±�'­h�*�C�'´J­h�=� ¬ »¼�C²j��µm���C²C»À���E����²C�³¾�ºC®g¿¼¹sºC»À��­· ®R���'­h»Å® � ¿Å®¢¾'º\®g¿4��»À���C�(� ¬ ¾+®g¿¼® ¬   ®¢µ\®g­P��»À­|²j�Ñ¿Å®�¾�º\®R¿ ¬ �Ã�\®��g­h»¼´g»¼�\®g²j� ÊEÎ � ¬ ��Çb��¾���� ¬¾�º Ï �E��»¼¾'� ¬#· ®R�h»¼½�®g�¢� ¬ ��®Ñ®��\­ · ®g¾'»¼ÁJ�0\+ºC��®g´gºn°±��­±�Ã�C�'´J­h���C�ÃµCºj��²C���h���C�'­AºC�C® · ® ¬ ®»¼�ÈÇb��­h»À�J­"®/¿Å® · ® ¬ ®/²j� Z ¿¼®g�C¾F� � ∼ 2× 10−5

´   Ê` ��­h��® ¬ µo�'¾'����» · µm�J­±��®g�E����� ¬ ¿Å®Z¿À�'Æ ²C�/¾'­h��¾'» · »¼�'�s�h�³²C��¿ Ï ­±�+®³²C��¿^�C�J­±»¼½'�J�E������ µj­h�U¾�� ¬ � ¬ ¹sºC��»¼�E�g�J¿¼ºC¾'­�®g�*®v®g´Jºn°±�'­h� ¬ �j��´J­±� ¬�Ê�Z ���C­±� ¬ �OÆ/aA¿¼�VÆU²÷� �s� ¸����C­±» ¬ �h���²C�Jºj¿¼�Jº�� 
s� Æ V ® [&�U»À�C´�� �s� ²C� · � ¬ ��­h®g­h�g�O»¼�C²j��µm���C²C»À���E��� · �'�E����¹sºC�g¸R¾�¿ Ïg¬ »À¾+® · ���E���R¸²CºC­h®g�E���,¾�º\®R¿¼¹sºC»¼�'­&µC­h�U¾�� ¬ �r²C����­h®g� ¬ Çb�J­ · ®g¾�»ÀÁJ�³²C�,ºC� ®g´gºn°±��­±���C�'´J­h�j¸m�'¿ Ï ­h��®
A²C� ¬ º*�C�g­h»¼½'�J�E���/²C� ¬ ºC¾�� ¬ � ¬ ¯C»¼�'�`®Rº · �'�E�F®g­ Ï Á³�C�Z�R®g­±»Å®g­ Ï ¸�µm��­±���sºC�j¾+®³²C» ¬±· »���sºC»¼­ Ï ¯\®
°±���C»¼�j´JºC�\®{¾�»À­h¾'ºC� ¬ ��®g�C¾'»Å® ÊE«�¬ ��� �]�F�n��������dU����gg���h� · ºC� ¬ ��­h®,µm�J­��]°±� · µj¿¼�¹sºC�(²C� ¬ ®g´Jºn°±�'­h� ¬ �C�'´J­h� ¬ µCºj��²C�'�r¾��J¿À» ¬ »¼�J�\®R­Tµ\®g­h®{Çb�g­ · ®g­�ºC�r®R´Jºn°±��­±���C��´J­±���C�\®g¿¾��g�rºC�Z�C�J­±»¼½'�J�E���(²C� ¬ ºj¾�� ¬ � ¬�· ®VÆg�J­�¸Uµm��­h��¹Uºj�Ñ�sºC�C¾+®Oºj�³®g´Jºn°±�'­h���j��´J­±� ¬ �ÑµjºC�8�²C��²C» �U»¼²C»À­��'�=²j� ¬ ²C� · ®g�C��­h®r� ¬ µo�J�E� Ï �C�+® Ê�«�¬ ��� ¬ ­±� ¬ ºC¿À��®g²C� ¬{¬ �J� ���rgn�8fÐ�F�V� ¸oÆ�¿Å®»¼�E�h­h�U²CºC¾�¾'»¼ÁJ� ²j���'Çb��¾���� ¬,· ��¾ Ï �C»¼¾'���_¾'º Ï �E��»À¾�� ¬ ¿À¿¼���g®v®³¿À» · »À��®g¾�»À�J�C� ¬ ²C�'¿A���'�J­h� · ®��� ¬hÄ � ¿¼��¹sºC�,�C�/¿¼�{­±� ¬ ��®�» · µm�J­P�F®g�C¾'»Å®O®R¿z­h� ¬ ºC¿ �F®g²C�/¾'¿ Ïg¬ »¼¾����g­h»¼´g»¼�\®g¿   Ê
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Î ®/�h��­ · �U²C»¼� ÏR· »À¾+®�µC­±�Jµm�J­h¾'»¼�J�\®�ºC�C®�²C� ¬ ¾�­±»¼µm¾�»ÀÁJ���?ÉÈ»À��� ¬ ®/²C�¢ºj� ¬ » ¬ �h� · ®/Ç Ä �¬ »À¾�� ¬ »¼� · µj­h��Æ2¾'º\®g�C²C� Ì�¬ �h� ¬ ��µCºC��²C®ð²C� ¬ ¾�­±»¼¯C»À­v���X� Ì ­ · »À�C� ¬ ²C��ºj�C� ¬ µm�È¾'� ¬µ\®g­ Ïg· �'��­±� ¬ \����C�'­h´ Ä ®j¸��J�g¿¼º · ���z¸�µC­h� ¬ »¼Ág�z¸ · ®g´J�C����»¼½�®g¾�»ÀÁJ� Ê ÊÀÊ ®g¿ · ���C� ¬ ®ZºC�C®³� ¬ �¾+®R¿Å®¢¿À� ¬ º��\¾�»À���E���{´g­�®g�C²j� � ¬ »¼�r�'�E��­�®R­"���Z²C���F®g¿À¿¼� ¬�· »¼¾�­±� ¬ ¾'ÁJµC»À¾�� ¬   Ê ��¾+®g¯C® · � ¬ ²C��J�'­^¹Uºj��ºC��®g´Jºn°±�'­h���C��´g­h� ¬ �&µCºj��²C�&²C� ¬ ¾�­±»¼¯C»À­T¾�� · µC¿À�'��® · �'�E���g¸Rµ\®g­h®ÑºC���g¯ ¬ �'­±�R®s�²C�J­&�?ÉÈ�h��­±�C�C¸4���³� Ì ­ · »¼�C� ¬ ²C�{�h­h� ¬ �R®g­h»¼®g¯C¿À� ¬ \ · ® ¬ ®j¸C¾�®g­h´E®/��¿ Ì ¾���­h»À¾+®OÆ · � · �'�E���®g�C´gºC¿Å®g­'¸ ¬ »¼��» · µo�J­P�F®g­&¿À� ¬ ²C���F®g¿À¿¼� ¬ ²C�O¿¼® · ®R���'­h»¼®�¹sºC�O»À�s�h��­P�È»À�C�r�'� ¬ º µC­±�È¾'� ¬ �²C�&Çb�J­ · ®g¾'»¼ÁJ� Ê�Z �J­|¿¼���F®g�E���j¸UµC®g­h�'¾��Ã¹sºC�ÃºC�\®¢²j� ¬ ¾'­h»Àµo¾'»¼ÁJ������­ · �U²C»À� Ïg· »¼¾+®Ñ²j��ºC�®g´Jº
°±��­h�/�C�'´J­h�/µCºj��²\®/­h� ¬ ºC¿ �F®g­&¾��g�s�g���C»À���E���,µ\®g­h®�� ¬ �h� ¬ » ¬ ��� · ® Êo
��º Ï ¿¼� ¬t¬ �J�r¿¼® ¬ �g®R­h»Å®R¯C¿¼� ¬ ­±��¿À�'�R®g�E��� ¬ ���v�Uºj� ¬ �h­h�O¾�® ¬ � pÑÎ ® · ® ¬ ®�²C��¿o®g´Jºn°±�'­h��C�'´J­h�
M
°±ºj��´E®/��¿�µ\®Rµo�'¿�²C��¿Å®����C�'­h´ Ä ®j¸ ¬ »¼���j²C� Ì'¬ ��®�ºC��µ\®g­ Ïg· �'��­±��� Ä µj»¼¾+® · �'�s�h����'­ · �È²j»¼� Ïg· »¼¾'� ÊC« � ¿¼®/�h��­ · �U²C»¼� Ïg· »À¾+®�º ¬ º\®g¿��F® · ¯j» Ì � ¬ �¢��­�®n�F®g� ¬ » ¬ ��� · ® ¬ ¾+®R­¾�
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Q
Æ
J
¬ �J�v��® · ¯C» Ì ���g®R­h»Å®R¯C¿¼� ¬ �h��­ · �U²C»¼� Ïg· »À¾+® ¬®g¾��'µj�F®R¯C¿¼� ¬�ÊÛZ ��­±�Zµ\®g­h®����'�C��­ÃºC�\®�²j� ¬ ¾'­h»Àµo¾'»¼ÁJ���h��­ · �U²C»¼� Ïg· »À¾+®O¾'� · µj¿¼�'��®�²j�OºC�®g´Jºn°±�'­h� �j��´J­±�q®�WC� ¬ ���C��¾'� ¬ » �F® ¿¼®ð���E��­±�Jµ Ä ® Ê�« ¿��C��¾F�C�q­±� · ®g­h¾�®g¯C¿¼��²C� ¹sºC� �'¿Ï ­h��®v²C�'¿A�C�J­±»¼½'�J�E����²j� ¬ ºj¾�� ¬ � ¬

A
¬ »¼� · µC­±�,�h»¼���j²\®r®r®gº · �'�s��®g­�¸m²C��®g¾�ºC�'­h²C�Z¾'�J���¿����'�J­h� · ®�²C��¿ Ï ­h��®j¸ ¬ ºC´J»À��­±��²C� · ®g�j��­�®�¾�¿¼®g­�®�¹Uºj� Ì�¬ �F®��U»À���C�O� ¬ �'�C¾�»¼®g¿ · ���E���¢®­h�'µC­h� ¬ ���E��®g­&¿Å®��'�s�h­h�Jµ Ä ®�²C�'¿�®g´Jº
°±��­h���C��´J­±� Ê(Z �J­��g�h­�®�µ\®R­±���R¸j¿¼®���ÉÈ» ¬ ���'�C¾�»¼®O²C�{ºC��C�J­±»¼½��g�s�h�O²C� ¬ ºC¾�� ¬ � ¬ » · µo�g�C�¢­±� ¬ ��­h»À¾�¾'»¼�J�C� ¬ ®r¿Å®v»À�jÇb�J­ · ®g¾'»¼ÁJ��¹sºC��µCºC�'²\®r�����j��­ºC�³�J¯ ¬ ��­±�R®g²j�J­���ÉU���'­h�C�/²C�{¿À��¹sºC�{µ\® ¬ ®/�'�³��¿z»À�s�h��­±»¼�J­t²C��¿�®R´Jºn°±��­±���C��´g­h�C¸C¿À�O¹sºC�²C��¯m�(¾��J�C¿À¿¼���g®R­|ºj�\®,�'�E��­h�gµ Ä ®,® ¬ �U¾�»¼®g²\®j¸E¿¼®{¾�º\®g¿ ¬ � · ��²C»À­ Ä ®Ñ�'��� Ì ­ · »¼�j� ¬ ²C�Ã®R¿¼´Jº���\®Ñ¾+®R�s�h»¼²\®R²�´g��� ·�Ì �h­h»¼¾�®ÔWC�j»¼¾+® · �'�s�h��­h�'¿Å®g¾'»¼�J�\®R²\®�¾'�J�/��¿C�C�g­h»¼½'�J�E��� Ê�b�¬ �h��� ¬ �g��­±�® ¬ µm��¾�����®OÇÔ®V�g�J­&²C��¿Å®�»¼�E�h��­hµj­h�'��®g¾�»ÀÁJ�Z²C�'¿ Ï ­h�+®

A
¾�� · � · ��²C»¼®O²C��¿Å®����E�h­h�Jµ Ä ® ÊX ¸voV¹sº Ì ²C��¾'»¼­,­h� ¬ µo�'¾'�h�*®�¿Å®³��� · µm��­h®R��ºC­h® p�V ®�[&�s»À�C´÷� ö � ²j� · � ¬ �h­hÁ�¹sºC�R¸ ¬ »¬ ����»¼�'�C���`���`¾�ºC�'�s��®�¾��g­h­h�'¾�¾'»¼�J�C� ¬ ¾'º Ï �E��»À¾+® ¬ ®�¿¼® ¬ ��¾'º\®g¾�»À�J�C� ¬ ²C� « »¼� ¬ ����»À�z¸�ºC�®g´Jºn°±�'­h�r�j��´J­±�r� · »À�h�¢­h®g²C»Å®R¾�»¼Ág��¹sºC�O¾'�J­h­±� ¬ µo�J�j²C�O¾��g� ¿Å®�²C��ºC� ¾'ºC��­±µo�v�C��´J­±�Z®ºC�\® ¾�»À��­P�F®���� · µm��­h®R��ºj­�® Ê�«�¬ �F® ��� · µm��­h®R��ºC­h®j¸AµC®g­�® ºC�2®g´Jº
°±��­h� �j��´J­±�=²j� � ¾F���["®R­h½ ¬ ¾F�C»¼¿À²z¸C�U»¼�'�C��²\®g²\®�µm�J­&¿Å®O��ÉÈµC­±� ¬ »¼ÁJ�

T =
1

8πM
=

κ

2π
, � õ Ê ~� 

²C�J�C²j�
κ
� ¬ ¿¼®¢¿À¿Å® · ®g²\® jg�±��ÿg�¹dE��d������ ���8k
�\�����"�8fÐ� ÊUÎ ®¢��� · µm��­h®R��ºj­�®¢²j�Ã¿Å®,��ÉÈµC­±�8�¬ »ÀÁJ�v®R�s�h��­±»¼�J­^� ¬ ºC�\®���� · µm��­�®n��ºC­h®,­±�+®g¿�¸E�J¯ ¬ �'­±�R®g¯C¿À�g¸JÆ�¹sºC� ¬ �ÃµjºC��²C�Ã® ¬ �U¾�»¼®g­�µm�J­�F®g�E�h��®g¿4®R´Jºn°±��­±���C��´J­±� Ê�Z �g­|�'�C²C�R¸U¿À� ¬ ®g´Jº
°±��­h� ¬ �j��´J­±� ¬t· ºjÆ · ® ¬ » �J� ¬�¬ ��­ Ï � · ºjÆÇb­ Ä � ¬ ¸ · »À���E��­h® ¬ ¹sºC��¿¼� ¬ µm�U¾�� · ® ¬ »À�g� ¬"¬ ��­ Ï � · ºÈÆZ¾+®g¿À»¼�'�s�h� ¬'Ê\Î ®O» · µo�J­P�F®g�j¾�»Å®,²C�� ¬ ���v­±� ¬ ºC¿À��®g²C���j� ¬ ��²C�'¯o��»¼�jÇb­h®V�R®g¿À�J­�®R­�¸�µjºC� ¬ ²C� · � ¬ �h­hÁ�¿Å®³¾��J�C�?ÉÈ»¼ÁJ�`���E��­±�v¿Å® ¬¿¼��ÆJ� ¬ ´J�J¯m��­±�\®g�E��� ¬ ²C��¿¼� ¬ ®g´gºn°±��­±� ¬ �C��´g­h� ¬ ¾��g��¿¼®��h��­ · �U²C»¼� Ïg· »À¾+® ÊÒ �'�C»¼�'�C²C�Z����¾�ºC�'�s��®r¿Å® ¬ ¾��J� ¬ »¼²j��­�®R¾�»¼�g�C� ¬ ®g�E����­±»¼�J­±� ¬ ¸o¿¼® ¬ ¿À�'Æg� ¬ ²C�¢¿Å®/����­ · �s�²C»¼� Ïg· »À¾+®�²C��®g´Jº
°±��­h� ¬ �C�'´J­h� ¬�¬ �ÃÇb�J­ · ºC¿Å®R�v²C� · ®g�C�'­�®O®R� Ï ¿¼�g´E®�®�¿¼® ¬ ¿À�'Æg� ¬ ²C�Ñ¿¼®���'­ · �È²C»À� Ïg· »¼¾�®¢º ¬ º\®g¿m\

Î ®�¿À�'Æ³¾��'­h�Z®s�\­ · ®�¹sºC�¢¿Å®/´J­�®+�J�'²\®g² �'� ¿Å® ¬ ºCµm��­¾�\¾�»À�
κ
µm��­ · ®g�C�'¾��¢¾��J� ¬ ��F®R�s�h��������¿��C�J­±»¼½'�J�E���{²C�'¿�®g´Jºn°±�'­h�/�C��´g­h� Ê

Î ®�µC­h» · �'­�®O¿¼��Æ³®��\­ · ®O¹sºC�
κdA

8π
= dM − φdQ− ΩdJ , � õ Ê �� 

¬ »À���C²j�
φ
Æ

Ω
¿¼� ¬ µm�g�h���C¾'»Å®g¿À� ¬ �h��­ · �U²C»¼� Ïg· »À¾�� ¬ ¾��J­±­h� ¬ µm�J�C²C»À���E��� ¬��?Ê

�����
	���
����
������������
���	�����	���	���
�
�� �!	�
�"�#�$!
��%�&���'� 
�#��

���
�(�)��%
*�

*$+���&,-
*$!
*�
�*��	��
��(���	�
�"�#�$!
��%�&���



õ
~ 7v@xwy1ez5{|Bc}�~��&632�z|?x}=4u{�7�7v68��2�����}iz�6���@�7v68��2
Î ® ¬ �'´JºC�C²\®�¿¼��Æ/®��\­ · ®Ñ¹sºC�(��¿ Ï ­h�+®{²C�'¿\�C�J­±»¼½��g�s�h��²C� ¬ ºC¾'� ¬ � ¬ �sºC�C¾�®,µjºC��²C�²C�'¾�­±��¾��'­ � ¿¼��Ær²C�'¿ Ï ­h��®  
ÂÃ���h�È²C�v¿¼�r� ¬ �F®R¯C¿¼�'¾�»¼²j�r�\® ¬ �F®r®g�j�J­�®j¸mµ\®g­h®vºC�*®g´gºn°±��­±�r�C��´g­h�Z²C� � ¾F��[�®g­±½ ¬ �¾F�C»À¿¼² ¬ �Z²j� ¬ µj­h���j²C��¹sºC�

TdS = dM � µC­h» · �'­�®�¿À�'Æ   ¸:�Z»¼�E���'´J­�®R�C²C� �J¯j�h���C� · � ¬¹sºC�
S = 4πM2 =

A

4
, � õ Ê Õ  

¿¼��¹sºC�v� ¬ ��®g¯C¿¼�'¾�����¿^�g®R¿¼�J­{²C��¿Å®³���E��­±�Jµ Ä ®�® ¬ �È¾'»Å®g²\®�®�� ¬ �h����»Àµo��²C�v®g´Jºn°±�'­h���j�8�´J­±� Ê �^� · � ¬ ¹sºC�g¸m�'Çb�'¾'�h»À�R® · ���E���R¸ Ì�¬ ��®�� ¬ µC­±�Jµm�J­h¾'»¼�J�\®R¿z®g¿ Ï ­±�+®/²C��¿��C�g­h»¼½'�J�E����²C�¬ ºj¾�� ¬ � ¬
A
¸\­h� ¬ µm�J�C²C»À���C²j�v® ¬±Ä ®�¿Å® ¬ �?Éjµm��¾��F®R�h»À�R® ¬ ®g�E���'­h»À�J­ · ���E��� · ���j¾�»¼�g�\®g²\® ¬'Ê
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Ò �U²C�=¿¼� · ���C¾'»¼�J�C®g²C�*���2��¿&®gµC®g­±��®g²C�=®g�E���'­h»¼�g­ ¬ ºCµCº ¬ �ðºj�XµCºj�s�h�ð²C�Z�U» ¬ �F®¾�»À��­P�F® · ���E�����j�
�g��²C� ¬ ��®&¿¼®"�C�J­h®"²C�^���E���'�C²C��­#¿¼� ¬ µC­h�U¾�� ¬ � ¬ �'�¢¿À� ¬ ¹sºC�^¿¼� ¬ ®R´Jºn°±��­±� ¬�C�'´J­h� ¬ °±ºC��´E®R�=ºj� µ\®gµm��¿T» · µm�J­±��®g�E��� Ê �(�Zµo�g­Ñ��¿À¿¼�r� ¬ �F®R¯\®r¿¼»À¯C­h�¢²C��²CºC²\® ¬ ¸ ¬ »¼�C����U²C�Ñ¿À�Ñ¾��g�s�h­�®g­±»¼�(\R®gµ\®R­h��¾'»¼�'­h�J�Oµj­h��´gºC�E�F® ¬ ®g¿È­h� ¬ µm��¾'�h�C¸gÆ�®g¿¼´gºC�\® ¬ ²C����¿À¿Å® ¬:¬ »¼´gºC���¬ »À���C²j���h� · ®{¾����E�h­�®g¿4²C�&²C�'¯\®R���(����¿Å®{®R¾'��ºC®g¿¼»À²\®g² Ê �����C¾'»¼�J�C® · � ¬ �'��� ¬ ��® ¬ ��¾�¾'»¼ÁJ�²C� ¬ ²C���'¿¼¿Å® ¬ \C¿¼®Oµ\®g­�®R²C�n°h®�²C��¿Å®i]]µ Ì ­±²C»¼²C®/²j�,»À�jÇb�J­ · ®g¾'»¼ÁJ� _ ¸EÆZ��¿�µj­h�J¯C¿À� · ®�²C��¿Å®»¼�E�h��­hµj­h�'��®g¾�»ÀÁJ� · »À¾�­±� ¬ ¾'ÁJµC»¼¾�®r²C�/¿Å®Z���E�h­h�Jµ Ä ®j¸z¾'�J�C¾��'�E��­ Ï �C²C�J�C� ¬ ��� Ì�¬ �F®&WC¿À�h» · ®������¿�­±� ¬ ����²C��¿�µC­±� ¬ ���E������­h®g¯\®
°±� ÊÎ ®�µC®g­�®g²j�n°h®{²C�&¿Å®Ô]]µ Ì ­±²C»¼²\®Ñ²j�(»À�jÇb�J­ · ®g¾'»¼ÁJ� _ � õV÷s� ®��\­ · ®{¿¼� ¬ »¼´Jºj»¼���E�h��\Jµm�È²j�8�· � ¬ » · ®g´J»À�\®g­�¹sºC�&ºC��®g´Jºn°±�'­h�{�C�'´J­h� ¬ �"Çb�J­ · ®Ñ®{µ\®g­P��»¼­:²C� · ®R���'­h»Å®����/ºC�/� ¬ �F®g²C�¾�º Ï �E��»¼¾'��µCºj­h� |ψ〉 Ê ���\®��J��½�¿Å® · ®n����­±»Å®��\®¢¾'�J¿Å®Rµ ¬ ®g²j�,Æ ¬ �(Çb�J­ · ®{��¿o®g´Jºn°±�'­h�¢�C�8�´J­±�C¸ Ì�¬ ����� · » ���{­h®g²C»Å®R¾�»¼Ág�³� Ì ­ · »À¾+®�¾��J­±­h� ¬ µm�J�C²C»À���E����®�ºC�C®�¾�»À��­P�F®���� · µm��­�®n��ºC­h®j¸µm�J­�¿À��¹sºC�{��¿o�J¯U°±����� ¬ �{�'�R®gµm�J­�® ÊÈÎ ®�­�®R²C»Å®g¾'»¼ÁJ��� · »À�h»¼²\®¢®g¿m��ÉU���'­h»¼�g­�� ¬ ­�®g²C»¼®g¾�»ÀÁJ�� Ì ­ · »¼¾�®j¸�Æ �U»¼�'�C��²j� ¬ ¾'­h» �F®³µo�J­,¿¼�Z��®g�E����µo�J­�ºC�`� ¬ �F®g²C� · �'½�¾'¿Å®

ρ
Æ*�C��µo�g­,ºj�� ¬ �F®g²j��µCºC­h� Ê ���C®��J��½{�'¿z®g´gºn°±��­±�O�C��´g­h� ¬ �{�C®��'�R®gµm�J­�®R²C�O¾�� · µC¿À�'��® · �'�E���g¸s���U²\®¿Å® · ®R�h��­±»Å®�¹sºC�³»¼�j»¼¾�»¼®g¿ · ���E�h��� ¬ �F®R¯\® ²C� ¬ ¾�­h» �F® µm�J­OºC�2� ¬ �F®g²C�*µCºj­h�*µ\® ¬ ®=® � ¬ ��F®R­(²j� ¬ ¾'­h» �F®�µm�J­(ºC��� ¬ ��®g²C� · ��½'¾�¿Å® Ê ��¿Å®g­h® · �'�E���g¸4� ¬ ����� ¬ » · µo� ¬ »¼¯C¿À�Ñ²C�'�s�h­h�r²j��¿· ®g­h¾'��²C�Z¿¼® · ��¾ Ï �C»¼¾�®�¾�º Ï �s�h»¼¾�®�¾��J�E�g���C¾'»¼�J�\®R¿Ð¸A²C®g²C� ¹sºC�r�C� ¬ �v��­h®R�F®�²C�rºC�\®��­h®g� ¬ Çb�J­ · ®g¾�»ÀÁJ��ºC�C» �F®g­±»Å®j¸RÆ�®g²C� ·�Ïg¬ »¼�E�g�J¿¼ºC¾'­�®�µ Ì ­h²C»À²\®�²C��»À�jÇb�J­ · ®g¾'»¼ÁJ� Ê o Z ºC��²C�
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� ¬ ���/�J��­±²\®g²C�'­�® · ���E�h�¢�U¾�ºC­±­h»À­ piV ® ¬ ��®���¿ · � · �'�E��� ¬ �,�\®g�³µC­±�JµCºC� ¬ �h����­±� ¬ ��»Àµo� ¬²C� ¬ �J¿ÀºC¾�»À�J�C� ¬ ®�¿¼®Oµ\®g­�®R²C�n°h®�\

� »   � » Ê#Î ®³´J­h®V�g��²\®R² ¾�º Ï �s�h»¼¾�®�� ¬ ºC�\®³�����g­ Ä ®Z�C��ºC�C» �F®g­±»Å®j¸�Æ=¿¼® ¬ ¿¼�'Æg� ¬ ²C��¿¼®· �'¾ Ï �j»¼¾+®�¾'º Ï �E��»À¾+®�²C��¯m��­ Ä ®g� ¬ ��­ · �U²C»Ö�C¾+®g²\® ¬ Æ³®g¾'� · �U²\®g­ ¬ ��®�� ¬ ���,µC­h�U¾�� ¬ � Ê
� »¼»   ��� ÊmÎ ®��\®n��ºC­h®g¿¼�'½+®�� Ì ­ · »À¾+®/²C�¢¿¼®�­h®g²C»Å®R¾�»¼Ág��� ¬Ã¬ ÁJ¿¼��ºC�\®v®RµC­h�+ÉÈ» · ®g¾�»ÀÁJ� Ê« Éj» ¬ �h��� ¾��g­h­h�'¿Å®g¾'»¼�J�j� ¬ ���E��­±��¿Å®�­�®g²j»Å®g¾'»¼ÁJ�³� · »À�h»¼²\®/����²C»ÀÇb�'­h���E�h� ¬ »À� ¬ ��®g�E��� ¬ ¸4Æ��'¿� ¬ �F®g²C���\�\®R¿�� ¬ µCºC­±� Ê
� »¼»À»   ��� Ê^« ¿�µC­±�È¾'� ¬ �=²C�³�'�R®gµm�J­h®g¾�»ÀÁJ� ¬ �³²C����»¼�'�C�³���X®g¿¼´�WC�qµCºC�E���`®�WC�qµm�J­²C�'�h��­ · »À�\®g­Aµm�J­:�'Çb��¾����{²C��ºC�\®{®�WC��²j� ¬ ¾'�J�C�U¾�»À²\®����'�J­ Ä ®Ã²C�"¿¼®�´J­h®+�J��²C®g²/¾�º Ï �E�h»¼¾+® Ê«�¬ ����» · µC¿À»¼¾+®¢¹Uºj�,�'¿�®g´Jºn°±�'­h�/�C�'´J­h��²C�]°h®�ºC��­h� · ®R�C���E���{�h­�® ¬ ¿Å®O���R®gµo�g­�®g¾'»¼ÁJ� Ê
«^¬ » · µm�J­±��®g�E���Tµm�J�C�'­ Ì �jÇÔ® ¬ » ¬ ���,¹sºC�^¾+®g²C®(ºC�C®&²j�|� ¬ ��® ¬ µj­h�JµCºj� ¬ ��® ¬ »¼�E�J�J¿ÀºC¾�­h®ºC�\®/�sºC�'�R®�Ç Ä¼¬ »À¾+®�®�Wj��µm�J­�¾��g�C�È¾'��­�` Ê« ¿ ¬ ��´gºC�C²C�³µC­±�J¯C¿¼� · ®v®g¿A¹sºC�/�\®g¾'� · � ¬Ñ· ���C¾'»¼ÁJ� �'�*� ¬ �h�/®gµ\®g­P�F®g²j�Z� ¬ ��¿:²C�¿Å®³»¼�E���'­hµC­±�'��®g¾�»ÀÁJ� · »¼¾'­h� ¬ ¾�ÁJµC»À¾+®³²C�v¿¼®��'�E��­h�gµ Ä ® ÊLX ®³�È» · � ¬ �'� ��¿t®gµ\®R­±�F®R²C� ®g������'­h»¼�g­{¹Uºj��®³ºC�`®g´Jºn°±�'­h�³�C�'´J­h� ¬ ��¿¼��µjºC��²C��® ¬ �È¾'»Å®g­Ñºj�\®��'�E��­h�gµ Ä ®j¸ ¬ »¼�'�C²C� Ì�¬ �F®µC­h�gµo�J­±¾�»À�J�\®g¿�®g¿ Ï ­±�+® ÊmÎ �]°±� ¬ ²C�¢� ¬ ��®g­ ¬ ®R�h» ¬ Çb�'¾F�C� ¬ ¸��C� ¬ Çb�J­ · ºC¿Å® · � ¬ ®R�C�J­�®�¿Å® ¬ »��´JºC»À���E����µC­h�'´JºC�E�F®�\ño+¾�º Ï ¿�� ¬ �'¿��g­h»¼´g��� · »¼¾'­h� ¬ ¾�ÁJµj»¼¾��`²C��� ¬ ��® ���E��­±�Jµ Ä ® p*« � ¿¼®���'­ · �È²C»À� Ïg· »¼¾�®rº ¬ º\®R¿Ð¸ ¬ ®g¯m� · � ¬ ¹sºC�v¿¼®³�'�E��­h�gµ Ä ®³� Ì ­ · »À¾+®³²C��ºC�ð´E® ¬ ²C� · �g¿ Ì �¾�ºC¿¼® ¬ ¸o�r¿Å®�²C�OºC�*¾�»À��­P��� · ®R���'­h»¼®g¿ · ®g´g� Ì �h»¼¾��j¸4�h»¼�'�C�O¹sºC�O�J�'­Ñ¾��g� ��¿T��W · ��­±�r²C�� ¬ �F®g²C� ¬{· »À¾�­h� ¬ ¾�ÁgµC»¼¾'� ¬ ®R¾�¾�� ¬ »À¯C¿¼� ¬ µ\®g­h®vºC� � ¬ �F®g²j� · ®R¾�­h� ¬ ¾�ÁgµC»¼¾'�r²C�'�h��­ · »À�\®g²C� Ê� ®g¯m� · � ¬ ¹sºC�g¸sµm�J­��]°±� · µj¿¼�C¸E®{µ\®R­±��»À­T²C�'¿m¾'Á · µCºj����²C�&¿À� ¬ � ¬ �F®g²C� ¬|· »¼¾'­h� ¬ ¾�ÁJµj»¼¾�� ¬µo� ¬ »¼¯j¿¼� ¬ ²C�,ºC��´E® ¬ ¸\µm�U²C� · � ¬ �J¯j�h���C�'­Ã¾��g��­±»¼´J�J­��'¿��g®R¿¼�J­�²C� ¬ º����E��­±�Jµ Ä ®�®/ºC�\®¾�»À��­±��®���� · µm��­h®R��ºj­�® Ê ���J�C�U¾�� · � ¬ ®g� Ä ��¿ �n��frjU��� ²C�v¿¼®��'�s�h­h�Jµ Ä ® Ê:« �d��¿|¾+® ¬ � ²C�ºC�`®g´Jºn°±�'­h���C��´J­±�C¸�o+¹sº Ì � ¬ ¿¼�³­h�'¿¼�'�R®g�E�h� p o � �/��­h®R�F®Z²C�/¿Å®Z�'�s�h­h�Jµ Ä ®�® ¬ �U¾�»¼®g²\®Z®¿Å®/µ Ì ­h²C»À²\®�²j��¾��g­h­h�'¿Å®g¾'»¼�J�j� ¬ ¾�º Ï �E�h»¼¾+® ¬ ®��h­�®+� Ì'¬ ²C�'¿#�j�J­h»À½��J�E��� p o Ò »À���C�¢¹sºC�¢�g��­¾��J�=��¿^­±��¾�ºj���E����²C�/¿¼� ¬ � ¬ �F®g²j� ¬ ® ¬ �U¾�»¼®g²C� ¬ ®³®g¿¼´gºC�\®Zµo� ¬ »¼¯j¿¼�i] · � · ¯C­�®g�C®r²C»¼� Ï �· »À¾+® _ ��� �'¿t�j�J­h»À½��J�E��� p o Z ºj��²C�������j��­�­±��¿¼®g¾�»ÀÁJ�`¾'�J�ð¿À� ¬ ´J­�®R²C� ¬ ²C�v¿À»¼¯m��­±��®g²*²C�¿Å® · ®R���'­h»¼®�¹sºC���\®�¾��J¿¼®gµ ¬ ®R²C� p o � �{µjºC��²C�,�J¯j�h���C�'­&®�µ\®g­±�h»¼­"²j��¿�¾�Á · µCºÈ����²C��¿¼� ¬� ¬ �F®g²C� ¬ ¾'º Ï �E��»À¾�� ¬ ®g¾'¾�� ¬ »¼¯C¿À� ¬ ²C�'¿�®g´Jºn°±�'­h���C��´J­±� p ��¿¼®g­�® · �'�s�h�{¿Å® ¬ µm� ¬ »¼¯C»À¿¼»¼²C®g²C� ¬¬ �J� · ºC¾F�\® ¬ ¸jÆv�'¿�µC­±�J¯C¿À� · ®j¸U®�² Ä ®¢²C�Ñ�C�VÆJ¸ ¬ »À´JºC�Ñ®R¯C»¼�'­±��� Êj«�¬ �h�{µC­h�g¯C¿¼� · ® · ºC� ¬ ���­h®³¾'¿Å®g­h® · ���E����¿¼® ¬ ¿¼» · » �F®g¾'»¼�J�j� ¬ ²C�/¿Å® ¬ ®g¾���º\®R¿¼� ¬ �h���J­ Ä ® ¬ Ç Ä¼¬ »À¾+® ¬ ¸�Æ ¬ ºCµo�g�C�/ºC�C�²C�Z¿¼� ¬ ²C� ¬ ®RÇ Ä � ¬O· �U²C�'­h�C� ¬ ²j�Z¿Å®�Ç ÄÀ¬ »¼¾�®����'ÁJ­h»À¾+® Ê ���\® ¬ �J¿¼ºj¾�»¼Ág� ¬ ®R�h» ¬ ÇÔ®R¾'���g­h»Å®�²C�
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Ì�¬ ����»¼�E�J�J¿ÀºC¾�­h®¢²C���sºC�'�g��ºC�\®¢Ç ÄÀ¬ »¼¾�®,¹sºC�Ñ®�WC�v� ¬ � Ï µo�J­|²C� ¬ ¾�ºj¯C­h»À­ ÊÈ« �v��¿m­h� ¬ ���O²j��¿��­h®g¯\®
°±�{»À�E�����E��®g­h� · � ¬ �C®g¾��'­�ºC�\®{µC­h� ¬ �'�s��®g¾�»ÀÁJ��²C�"��­±� ¬ ®R��®g¹sºC� ¬ ²C» Çb��­h�'�E��� ¬ ®{� ¬ ���µC­±�J¯C¿¼� · ®³¯\® ¬ ®g²C� ¬ ���d��¿|¾��g�C¾��'µj��� ²C�h]]�'�s�h­h�Jµ Ä ®�¾'º Ï �E��»À¾+®�²j���^�J�÷�(��º · ®g�C� _ ¸¹sºC� ¬ »j¯C»À���O�C�Ñ®gµo�g­±�F®R��ºC�\® ¬ �J¿¼ºj¾�»¼Ág��²C�8�\�C»À�h»À�R®j¸ ¬hÄ µC­h�gµo�J­±¾�»À�J�\®g�¢»¼�E��ºC»À¾�»ÀÁJ�,Ç ÄÀ¬ »À¾+®®g¿z­±� ¬ µo�'¾'���j¸o® ¬hÄ ¾�� · � · �g��» �R®g¾�»ÀÁJ�rµ\®g­h®OÇbºj��ºC­h® ¬ »¼�E�J� ¬ �h»¼´E®g¾'»¼�J�j� ¬�Ê
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o ß�ÜHØÙ×ÙÚ�Ûqp Ú<r H�ß�àts2à D à ß�Û2Ú�à á ØÞÜHá U�àeÛ¡FLK

« ��� ¬ �h�"¾+®gµ Ä ��ºj¿¼�Ãµj­h� ¬ ���E�F® · � ¬ ��¿U¾ Ï ¿À¾�ºC¿À�Ã²C�ñ� Ê�� ­±��²C�j»¼¾F�s»L� õJõe� ²C�"¿¼®����E�h­h�Jµ Ä ®²C�Ô�^�g�u���'º · ®g�C�z¸U���'�s�h­h�Jµ Ä ®¢²j�Ã���E�h­h��¿¼®g½+® · »À���E��� � ¸È¾'�J­h­±� ¬ µo�J�j²C»¼�'�s�h�Ñ®,¿Å®{��­�®R½+®µ\®g­±¾�»Å®R¿�²C�'¿(�R®g¾ Ä � ²j� ºC� ¾�® · µm�ð� ¬ ¾�®g¿Å®g­ ¬ »À� · ® ¬ ®`�h­�® ¬ ²C»À�U»¼²j»¼­���¿(� ¬ µC®g¾�»À� ���¿Å® ¬ ­h�'´J»¼�J�j� ¬ »À�s�h��­±»¼�J­|Æv�?ÉÈ�h��­±»¼�J­"²j�ÑºC�\®O� ¬ Çb��­h® ÊCÍ �C»À¾�»¼®g¿ · ���E���(­h�'¾��J­±²\® · � ¬ ¿À�O¹sºC�� ¬ ¿¼®����E��­±�Jµ Ä ®�²C�Z���E�h­h��¿¼®g½+® · »À���E���C¸#µ\®g­h® ²\®g­Oµm� ¬ ����­±»¼�J­ · �'�E���vµC® ¬ �*®g¿t¾ Ï ¿À¾�ºC¿À���ÉÈµC¿ Ä ¾�» ��� Ê
ø¤�¿�i� u §�¨��A©305v�  ¡Z£xw�©¢§ yÙ£=�³¦  ¢§³§
Í_· ®g´g»¼�C� · � ¬ ¹sºC�³���'�C� · � ¬ ºC� ¬ » ¬ ��� · ® Ç ÄÀ¬ »¼¾'�*­h��µj­h� ¬ ���E�F®R²C� µm�J­�ºC�H� ¬ ��®g²C�µCºC­±� |ψAB〉 ¸��'¿|¾'º\®g¿^²C� ¬ ¾�­±»¼¯m�v�'¿|� ¬ ��®g²C��¾'�J�n°±ºC�E�h��²C��²C� ¬,¬ ºC¯ ¬ » ¬ ��� · ® ¬ A Æ B ÊÎ ¿Å® · � · � ¬

ρA = trB(|ψAB〉〈ψAB|)
®�¿Å® · ®R�h­h»À½�²C�'� ¬ »À²\®g² ­±��²Cºj¾�»¼²C® ¾��J­±­h� ¬ µo�g���²C»¼�'�E����®g¿ ¬ ºC¯ ¬ » ¬ ��� · ®

A
¸�¿Å®Z¾�ºC®g¿ ¬ ���J¯j��»À���C���h­�®g¾'�+®g�C²j����¿ ¬ ºC¯ ¬ » ¬ �h� · ®

B
²C��¿Å®· ®n��­h»À½{²C��� ¬ »¼²C®g²��h�g�F®g¿ � ρB ¬ �¢²C�¿�C�C�¢²j� · ®g�C�'­�®�®g� Ï ¿À�J´E®   Ê\«�¬ ��� ¬ ²C� ¬�¬ ºC¯ ¬ » ¬ �h�8�· ® ¬ � ¬ � Ï �z¸����=µC­±»¼�C¾'»¼µC»À�C¸��'�s�h­h�'¿Å®g½�®g²C� ¬ µm�J­ · �'²C»¼�Z²j��¾'�J­h­±��¿Å®R¾�»¼�g�C� ¬ ¾'º Ï �E��»À¾+® ¬'Êo
��Á · � · �'²C»¼­/¿¼® · ®g´J�C» ��ºC²2�ð»À�s�h��� ¬ »¼²\®R²H²C��¿Å® ¬ ¾��J­±­h�'¿Å®g¾'»¼�J�C� ¬ �'�E��­h��® · ¯m� ¬qp���\®rµm� ¬ »¼¯C¿À�,Çb�J­ · ®�� ¬{· ��²C»¼®g�E���¢¿Å®��'�E��­h�gµ Ä ®v²j���^�J�Þ���'º · ®g�C�z¸o�r���E��­±�Jµ Ä ®v²C����E��­±��¿¼®g½+® · »¼�'�E��� Ê�Z ®g­h®qºj�\® · ®n��­h»À½�²C�'� ¬ »À²\®g²

σ
Ì�¬ �F® ¬ �*¾+®R¿¼¾�ºj¿Å® · ��²C»¼®g�E��� ¿¼®��ÉÈµC­±� ¬ »ÀÁJ�

S(σ) = −tr(σ log2(σ)) . � ~ Ê õ	 Z ®g­h®���¿J¾�® ¬ �&²C�'¿ ¬ » ¬ ��� · ®"¯j»¼µ\®g­P��» ���C¸ ¬ ��µCºj��²C�^¾�� · µC­±�J¯\®g­oÇ Ï ¾�»À¿ · ���E���:¹Uºj�
S(ρA) =

S(ρB)
¸^²\®g²j�ð¹sºC��¿¼® ¬ ²C� ¬�· ®R�h­h»À¾�� ¬ ²C�'� ¬ »À²\®g²H­±��²Cºj¾�»¼²C® ¬ µm� ¬ �'��� �?Éj®g¾'��® · �'�E���
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¿¼� ¬�· » ¬±· � ¬ ®gºÈ���V�R®g¿¼�J­±� ¬'Ê�«�¬ ��®v¾+®R�s�h»¼²\®R² � ¬ ºj�\® · ��²C»À²\®�²j� �8k(gg�\�Ð���F�n������� �U�8fm�n��8k�gg�\� fÐ�h������f¼���_�,���\�Ô���

A
�
B
¸s�,¿¼�,¹sºC��� ¬ ¿À� · » ¬±· �j¸J��¿4���E�h­h��¿¼®g½+® · »À���E���,���E��­±�

AÆ
B
Ê0� »:¿À� ¬ ²C� ¬�¬ ºC¯ ¬ » ¬ ��� · ® ¬ � ¬ � Ï � ²C� ¬ ¾��g­h­h�'¿Å®R¾�»¼�g�\®g²C� ¬ ¾�º Ï �E��»¼¾�® · ���E��� � � ¬ �F®g²j�¬ �'µ\®g­h®g¯C¿¼�   ¸J¿¼®Ã���E�h­h�Jµ Ä ®Ñ� ¬ ¾��'­h� Ê�� »¼��� · ¯\®g­±´J�C¸g� ¬ ��®�¾�®g�E��»À²\®g²/� ¬ �C���sºC¿¼® ¬ »¼� · µj­h�¹sºC�Ñ�\®+ÆJ®O®g¿¼´gºC�\®¢¾'�J­h­±��¿¼®g¾�»ÀÁJ��¾'º Ï �E��»À¾+® Ê � ¬±Ä�· » ¬±· �C¸ ¬ �Ñ�\®¢²C� · � ¬ �h­�®g²j��¹sºC�Ñ� ¬ �F®¾+®R�s�h»¼²\®R²H� ¬ ºC�\®ð¯jºC���\® · �'²C»¼²\®*²C�'¿��'�s�h­h�'¿Å®g½�® · »À���E���=¯C»Àµ\®g­±�h»À�h�`µ\®R­�®`� ¬ ��®g²C� ¬µCºC­±� ¬ � õV~	� Ê��� · ���'­�®�²C�/� ¬ µm��­h®g­�¸�²\®R²C��¹sºC��¿Å® ¬ ¾'�J­h­±��¿¼®g¾�»À�J�C� ¬ ¾'º Ï �E��»À¾+® ¬ ���E�h­h�

A
Æ
B�C� ¬ ��µCºC�'²C���`¿¼�U¾+®g¿À»¼½+®R­Ã���`�C»¼�j´JºC�C�³²C��¿¼� ¬ ²j� ¬¢¬ ºC¯ ¬ » ¬ �h� · ® ¬ � ¾'�J­h­±��¿Å®R¾�»¼�g�C� ¬ �C�¿¼�U¾+®R¿¼� ¬   ¸

S(ρA) = S(ρB)
¸T¿À� ¹sºC��¹sºC»À��­±��²j��¾�»À­�¹sºC�³¿Å® ���E��­±�Jµ Ä ® ¬ ÁJ¿¼� ²j��µm���C²C�²C��®g¹sºC��¿À¿Å® ¬ ¾+®R­�®g¾�����­ Ä¼¬ ��»¼¾�® ¬ ¹sºC�v¾'� · µC®g­±�h���ð¿À� ¬�¬ ºC¯ ¬ » ¬ ��� · ® ¬

A
Æ
B
Ê Â�� ¬ ²j�r��¿µCºC�E�h�O²C�Ã�U» ¬ �F®¢®g�\®g¿ Ä ��»À¾��C¸ ¬ �Ã�h­�®R��®¢²C�'¿�� ¬ µo�'¾'�h­h��²C�Ã®gºj���V�R®g¿À�J­h� ¬�Ê ÂÃ� ¬ ²C�{��¿mµCºC�E���²C�v�U» ¬ �F®�´J��� ·�Ì �h­h»À¾��C¸�¿¼�JWC�C»À¾�� ¹sºC�Z¾'� · µC®g­±�h��� ²C� ¬ ­h�'´J»¼�J�j� ¬�¬ ��µ\®R­�®g²\® ¬ ²C�rºC�¾�»À��­P���r� ¬ µ\®g¾'»¼�C¸o� ¬{¬ º Çb­h�J�E���'­�® Ê�«�¬ ²C�O� ¬ µo�'­�®g­{µjºC� ¬ ¹sºC��¿¼®v���E��­±�Jµ Ä ®v� ¬ ¾+®g¿À�O¾��J���¿ Ï ­±�+®�²C�(¿Å®{Çb­h�J�E���'­�®�²C�Ã¿¼®{¯C»¼µ\®R­±��»À¾�»ÀÁJ��¹sºC�Ã�\®R¾�� · � ¬ ������¿ ¬ » ¬ ��� · ® Ês«^¬ ���(�C��¾F�j�� ¬ »À� ¬ µC»À­�®R�h»À�g�C¸tµjºC� ¬ ­h�'¾��J­±²C� · � ¬ ¹sºC�*¿Å® �'�s�h­h�Jµ Ä ®d²C� ºC�6®g´Jºn°±�'­h�q�C�'´J­h� � �g��­��¾'º\®g¾'»¼ÁJ� � õ Ê Õ  ¹  � ¬ ¾�®g¿Å®�¾��J�d�'¿ Ï ­±�+®�²j��¿|�C�J­h»À½��J�E�h�v²C� ¬ ºC¾�� ¬ � ¬'Ê � ¬±Ä ¸#µo�U²C­ Ä ® ¬ ��­¹sºC��ºj�\®ð¾��g�s�h­h»À¯CºC¾�»ÀÁJ� ®=� ¬ �F®ð�'�s�h­h�Jµ Ä ®=�g���C´J®ð²C��¿¼® ¬ ¾��J­±­h��¿¼®g¾�»À�J�C� ¬ ¾'º Ï �E��»À¾+® ¬¹sºC�v�?ÉÈ» ¬ �h��� �'�E��­h�v¿¼� ¬ ´J­�®R²C� ¬ ²C�v¿À»¼¯m��­±��®g²=»¼�E���'­h»¼�g­h� ¬ Æ=��ÉU�h��­h»À�J­h� ¬ ®g¿|�C�J­±»¼½'�J�E���²C�'¿j®g´gºn°±��­±�Ñ�C��´g­h�C¸n¾�º\®R�C²C� ¬ �"¾��J� ¬ »¼²j��­�® Ì�¬ ���"�'��µC­h� ¬ ���j¾�»Å®�²C�"¾+® · µm� ¬ ¾�º Ï �E�h»¼¾�� ¬�Ê

ø��°ø�� � ú34'¤ñ��4'© £Q��054�v'¤�¥?¨�©
« ¿Ã¾ Ï ¿¼¾�ºj¿¼�ð²j� � ­±��²C�C»À¾F�s»Ñ¹sºC� ­h�'µC­h�U²CºC¾'» · � ¬ ®ð¾��J�E�h»¼�sº\®g¾'»¼ÁJ� ¾'�J� ¬ »¼²C�'­�®ðºC�¾+® · µm��� ¬ ¾+®g¿¼®g­ ¬ »À� · ® ¬ ®/�'��ºj��� ¬ µ\®g¾'»¼�/²C» �È»À²C»¼²j�����³��¿�»À�s�h��­±»¼�J­�Ær��¿���ÉU�h��­h»À�J­�²C�ºC�\®�� ¬ Çb��­�®�» · ®g´J»¼�C®g­h»¼®r²C�v­h®g²C»¼�

R
¸�Æ=¾+®g¿À¾�ºC¿¼®�¿¼®��'�s�h­h�Jµ Ä ®�²j�v���E�h­h��¿¼®g½+® · »À���E���²C�'¿:� ¬ �F®R²C��ÇbºC�j²\® · ���E�F®g¿#²C�¢¿Å®������g­ Ä ®/���E�h­h��¿¼® ¬ ­h��´g»¼�J�C� ¬ »À�E����­±»¼�J­�Æ���ÉU�h��­h»À�J­ Êm« ¿�J¯U°±����» �J�/� ¬ ²C�'�h��­ · »À�\®g­"¾'Á · �/� ¬ ¾+®R¿Å®�¿Å®O�'�s�h­h�Jµ Ä ®�¾��J�

R
ÊÍ �C»¼¾'»Å® · � ¬ ¿¼®O²C» ¬ ¾�º ¬ »¼ÁJ��¾��g��ºC��µC­±�J¯C¿¼� · ® ·�Ïg¬�¬ ���C¾'»¼¿¼¿À�(\j�'¿�¾+® ¬ ��²j�,²j� ¬ � ¬ ¾'»r�¿Å®R²C�J­h� ¬ ®g­ · ÁJ�C»À¾�� ¬ ®g¾��Jµj¿Å®g²C� ¬ ¸C¾'�J� V ® · »¼¿À�h�J�C»¼®g�C�

H =
1

2

(
p2

1 + p2
2 + k0(x2

1 + x2
2) + k1(x1 − x2)2

)
. � ~ Ê ~� 

« ¿�� ¬ �F®g²C�/ÇbºC�C²C® · �'�E�F®g¿z�j�J­ · ®g¿¼»À½+®g²j���U»¼���j�,²C®g²C�/µo�g­�¿Å®OÇbºC�C¾'»¼ÁJ�³²C���J�C²C®

ψ0(x1, x2) =
(ω+ω−)1/4

√
π

exp(−(ω+x
2
+ + ω−x

2
−)/2) , � ~ Ê �� 
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²C�J�C²j�

x± = (x1 ± x2)/
√

2
¸
ω+ = k

1/2
0

Æ
ω− = (k0 + 2k1)1/2 Ê � µ\®g­P��»¼­{²j��¿¼®· ®n��­h»À½�²C�'� ¬ »À²\®g²*²C�'¿�� ¬ ��®g²C�ZÇbºC�C²C® · �'�E�F®g¿�¸o�R® · � ¬ ®r¾��g�s�h»¼�sº\®g¾'»¼ÁJ�*®r�h­�®g¾'�+®g­{�'¿µC­h» · �'­h��²C�,¿¼� ¬ � ¬ ¾'»¼¿¼®g²C�J­±� ¬ � � ¬ ¾�»À¿Å®g²C�g­ñ]_»¼� _   ²C�¢Çb�g­ · ®/¹sºC�¢�C� ¬ ¹Uºj��²C�O¿¼® · ®R�h­h»¼½²C��� ¬ »¼²C®g²�²j��¿ ¬ �'´JºC�C²j�v� ¬ ¾�»¼¿¼®g²C�J­ � � ¬ ¾�»À¿Å®g²C�g­c]]�JºÈ� _   \

ρout(x2, x
′
2) =

∫ +∞

−∞
dx1 ψ0(x1, x2)ψ∗0(x1, x

′
2)

=
(γ − β)1/2

√
π

exp(−γ(x2
2 + x′22 )/2 + βx2x

′
2) , � ~ Ê Õ  

²C�J�C²j� ¬ �Ã�\®�²C�8�\�C»¼²j�
β = 1

4
(ω+−ω−)2/(ω+ +ω−)

Æ
(γ−β) = 2w+w−/(w+ +

w−)
Ê�� ºC��­±� · � ¬ ®g�C�g­�®O²C»¼®g´J�J�\®R¿¼»¼½�®g­�� ¬ �F® · ®R��­±»¼½(²C��� ¬ »¼²\®R²³Æ����j¾��J�E��­h®g­ ¬ º ¬ � »¼����\�C» ��� ¬   ®gºj���V�R®g¿À�J­h� ¬

pn
\

∫ +∞

−∞
dx′ρout(x, x

′)fn(x′) = pnfn(x) , � ~ Ê �� 
ÆE®�¹Uºj���'�=� Ì ­ · »¼�j� ¬ ²C��¿¼� ¬ ®gºÈ���V�R®g¿¼�J­±� ¬ ¿¼®³�'�E��­h�gµ Ä ®�®g²C¹sºC»À��­h�/¿¼®ZÇb�g­ · ® ¬ » · µC¿¼�
S = −∑n pn log2 pn

ÊU« ¿4µC­±�J¯C¿À� · ®�²j�(�R®g¿À�J­h� ¬ µj­h�JµC»À� ¬ ²C�8�\�C»¼²j��µm�J­^¿Å®{��¾'º\®g¾�»ÀÁJ�
� ~ Ê ��  ¬ �,µjºC��²C� ¬ �g¿¼ºC¾'»¼�J�\®R­�¸j²C®g�C²C��¿¼� ¬ ®Rºj���V�R®g¿¼�g­h� ¬ ÆZ®gºj���V�g��¾'�h�J­h� ¬

pn = (1− ξ)ξn
fn(x) = Hn(α1/2x) exp(−αx2/2) , � ~ Ê 
� ²C�J�C²j�

Hn

� ¬ ºC�`µm�J¿À»¼�C� · »¼��²C� V �'­ · »À�h�g¸
α = (γ2 − β2)1/2 = (ω+ω−)1/2

¸
ξ =

β/(γ + α)
¸mÆ

n
�R®v²j� ¬ ²j��¾���­±�r�\® ¬ �F®v»À���\�C» ��� ÊmÎ ®��'�E��­h�gµ Ä ®v²j�����E�h­h��¿¼®g½+® · »À���E������E��­±�¢¿À� ¬ ²C� ¬ � ¬ ¾�»À¿Å®g²j�J­h� ¬ �È»À���C��²\®R²\®��\�\®g¿ · �'�s�h��µo�J­
S(ξ) = − log2(1− ξ)−

(
ξ

1− ξ

)
log2 ξ . � ~ Ê �� 

« ¿o®R� Ï ¿¼» ¬ » ¬ ­h��®g¿¼»À½+®g²C��µ\®R­�®���¿4¾+® ¬ �¢²j��²C� ¬ � ¬ ¾�»À¿Å®g²C�g­h� ¬^¬ ��µCºj��²C�(��ÉU���'�C²C�'­"®g¿4¾+® ¬ �²C��ºC� ¬ » ¬ ��� · ®�²C�
N
� ¬ ¾�»¼¿¼®g²C�J­±� ¬ ®g­ · Ág�C»¼¾'� ¬ ®g¾'�JµC¿Å®R²C� ¬ ¾��g� V ® · »¼¿À�h�J�C»¼®g�C�

H =
1

2

N∑

i=1

p2
i +

1

2

N∑

i,j=1

xiKijxj , � ~ Ê ö  
²C�J�C²j��¿¼® · ®R��­±»¼½

K
� ¬ ­±�+®g¿�¸ ¬ » ·�Ì ��­±»¼¾+®vÆ�²C�/®gºj�h�V�g®R¿¼�J­±� ¬ µm� ¬ » ��»À�g� ¬�Ê�Î ®vÇbºC�C¾�»ÀÁJ�²C���J�C²\®/²C�'¿�� ¬ ��®g²C�/ÇbºC�C²\® · �'�s��®g¿��U»¼�'�C��²\®g²\®�µm�J­&¿Å®O´E®Rº ¬ »¼®g�\®

ψ0(x1, . . . , xN) =
(detΩ)1/4

πN/4
exp(−x · Ω · x/2) , � ~ Ê $� 
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²C�J�j²C�

Ω = K1/2
Æ
x ≡ (x1, . . . , xN)

ÊoÒ ­h®g¾���® · � ¬ ®g�C�J­h® ¬ �J¯j­h�O¿À� ¬ µC­±» · ��­±� ¬
n� ¬ ¾�»¼¿¼®g²C�J­±� ¬ � � ¬ ¾'»¼¿¼®g²C�J­±� ¬ ]]»À� _   \

ρout(xn+1, . . . , xN ; x′n+1, . . . , x
′
N) =

∫ n∏

i=1

dxi ψ0(x1, . . . , xn, xn+1, . . . , xN )

× ψ∗0(x1, . . . , xn, x
′
n+1, . . . , x

′
N) . � ~ Ê õV÷� 

Z �U²C� · � ¬ ¿À¿¼���g®R­�®�¾+®g¯m�/¿Å®O»¼�E�h��´J­h®g¾�»ÀÁJ�Z²C»À�U»À²C»¼�'�C²C��¿Å® · ®R�h­h»¼½
Ω
�'��¿¼® ¬ �R®g­h»¼®g¯C¿¼� ¬��­h®g¾���®g²\® ¬ ÆZ¿¼® ¬ �C����­h®g¾���®g²\® ¬'Ê4« Éjµj¿ Ä ¾'»À��® · �'�E����\

Ω =

(
A B
BT C

)
, � ~ Ê õJõ	 

²C�J�j²C�
A
� ¬ ºC�\® · ®R��­±»¼½

n× n Æ C � ¬ ºC�\® · ®R��­±»¼½ (N − n)× (N − n)
Êj« ¿z¾�� · �µm�J­±��® · »À���E���{²j�(¿¼® · ®n��­h»À½"²C�'� ¬ »À²\®g²�­h��²jºC¾�»À²\®��U»À���C�&²\®g²j�C¸ ¬ ®R¿À�J�,�C�J­ · ®R¿¼»¼½�®g¾�»ÀÁJ�z¸µm�J­

ρout(x, x
′) ∼ exp(−(x · γ · x + x′ · γ · x′)/2 + x · β · x′) , � ~ Ê õ
~� ²C�J�j²C�

β = 1
2
BTA−1B

¸
γ = C − β Æ x ≡ (xn+1, . . . , xN)

Ê��� ¬ µC­±�Jµm�J�C� · � ¬ ®�¾��J�E�h»¼�sº\®g¾'»¼ÁJ�����C¾'�J�E��­h®g­&¿¼� ¬ ®gºÈ���V�R®g¿¼�J­±� ¬ ²C��� ¬ �F® · ®n��­h»À½²C�'� ¬ »À²\®g² Ê�Z ®g­h®��'¿¼¿¼�j¸V�C�g�F® · � ¬ ¹sºC�"¿¼®(�'¾�º\®R¾�»¼Ág� � ~ Ê ��  » · µC¿À»¼¾+®"¹sºC��¿¼� ¬ ®gºj�h�V�g®R¿¼�J­±� ¬²C�
ρout(x, x

′)
¬ �g� ¿¼� ¬�· » ¬±· � ¬ ¹sºC��¿¼� ¬ ²C�

(det(G))ρout(Gx,Gx
′)
¸�²C�J�C²j�

G
� ¬¾�ºC®g¿¼¹sºC»À��­ · ®R��­±»¼½��C� ¬ »¼�j´JºC¿Å®R­�²C�Z¾�® · ¯C»À� ¿¼»¼�j�+®g¿|²C�³¾��U�J­h²j���\®g²C® ¬�Ê�«�¬ ¾�­h»À¯\® · � ¬

γ = V TγDV
¸V²C�g�C²C�

γD
� ¬ ²C»¼®g´J�J�\®R¿gÆ

V
� ¬ ºC�\® · ®R�h­h»¼½A�J­±�h�J´J�J�\®R¿ Ê ¾'�J� ¬ »¼²C�'­h� · � ¬®�¾'�J�E��»¼�sº\®R¾�»¼Ág�ð¿Å®³��­h®g� ¬ Çb�g­ · ®g¾�»ÀÁJ�

x = V Tγ
−1/2
D y

¸�¿¼®�¾�ºC®g¿�� ¬ �F® ¯j»¼���ð²C�¿�C�C»¼²\®µCºC� ¬ �h�Ã¹sºC�|¿¼� ¬ ®gºj�h�V�g®R¿¼�J­±� ¬ ²C�
γ
¬ �J��µm� ¬ » ��» �J� ¬'Ê ¶(� ¬ ¾�­±»¼¯C»À���C²j��¿¼® · ®R�h­h»¼½A²C��� ¬ »¼²\®R²���³� Ì ­ · »¼�C� ¬ ²C��� ¬ �F® ¬ �sºC�'�R® ¬ �R®g­h»¼®g¯C¿¼� ¬ ¸È�J¯j���'�C� · � ¬

ρout(y, y
′) ∼ exp(−(y · y + y′ · y′)/2 + y · β ′ · y′) , � ~ Ê õV�� 

²C�J�j²C���j� · � ¬ ²j�¿�\�C»À²C�
β ′ = γ

−1/2
D V βV Tγ

−1/2
D

Ê ÂÃ»¼®g´J�J�\®R¿¼»¼½�®g�C²C�
β ′
· ��²C»¼®g�E���ºC�\® · ®n��­h»À½��J­±�h�J´J�J�C®g¿

W
¸EÆ/����� Ì ­ · »À�C� ¬ ²C�(¿Å® ¬ �sºC�'�R® ¬ ¾��U�J­h²j���\®g²C® ¬

z = W Ty
¸¿Å®O�?ÉÈµC­h� ¬ »¼Ág���\�C®g¿�µ\®g­h®/¿¼® · ®R�h­h»À½Ã²C�'� ¬ »À²\®g²�� ¬

ρout(z, z
′) ∼

N∏

i=n+1

exp(−(z2
i + z′2i )/2 + β ′iziz

′
i) , � ~ Ê õ Õ  

²C�J�j²C�
β ′i
¬ �g�d¿¼� ¬ ®gºj���V�R®g¿À�J­h� ¬ ²C�r¿¼® · ®n��­h»À½

β ′
ÊT« ¿�µCºj�s�h� » · µo�g­±�F®R�s�h�v®R¹Uº Ä � ¬¹sºC��¾�®g²\®`� Ì ­ · »À�C�`²j��¿(µC­h�U²CºC¾����J­±»¼�=²C��¿¼®=�'¾�º\®g¾'»¼ÁJ� ®g�E����­±»¼�J­�� ¬ »¼² Ì �E��»¼¾'� ®=¿Å®
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ρout

�J¯È�����j»¼²\® �'�2¿¼® ��¾'º\®g¾�»ÀÁJ� � ~ Ê Õ   ¸T¾��g�d¿¼� ¬ ¾�® · ¯C»À� ¬ γ ↔ 1
Æ
β ↔ β ′i

ÊyZ �J­¿¼�r��®g�E���C¸z¿¼®r���E��­±�Jµ Ä ®Z® ¬ �U¾�»¼®g²\®Z®Z¿Å® · ®R��­±»¼½¢²C��� ¬ »¼²\®R²`²C��¿¼®r��¾'º\®g¾�»ÀÁJ� � ~ Ê õV��  � ¬¬ » · µC¿À� · ���E���
S =

∑
i S(ξi)

¸U²C�J�C²j�
S(ξ)
�U»À���C��²\®g²C�Oµm�J­|¿Å®,��¾�ºC®g¾�»ÀÁJ� � ~ Ê ��  ¸U¾��J�

ξi = β ′i/(1 + (1− β ′2i )1/2)
Ê��ºC� ¬ ��­±�ðµC­±�JµmÁ ¬ » ���*®g�C�g­�® � ¬ ®gµC¿À»¼¾+®R­O� ¬ ���³­h� ¬ ºC¿ �F®g²C�`®g¿"¾�® ¬ �=���2��¿&¹sºC�Z������C� · � ¬ ºC� ¾�® · µm�d� ¬ ¾+®g¿¼®g­r¾'º Ï �E��»À¾�� ¬ »À� · ® ¬ ® ��� ��¿Ñ� ¬ µ\®R¾�»¼�j¸�²C� ¬ ¾�­±»À�h�2µm�J­Z�'¿V ® · »¼¿ ���J�j»Å®g�C�

H =
1

2

∫
d3x (π2(~x) + |∇ϕ(~x)|2) . � ~ Ê õ	�� 

Í �E��­h�U²CºC¾'» · � ¬ ®�¾��J�E�h»¼�sº\®g¾'»¼ÁJ�³¿Å® ¬ ¾�� · µo�g�C���E��� ¬ �����J�C²\® ¬ µ\®R­h¾�»¼®g¿¼� ¬

ϕlm(x) = x

∫
dΩ Zlm(θ, φ)ϕ(~x)

πlm(x) = x

∫
dΩ Zlm(θ, φ)π(~x) , � ~ Ê õ�
� 

²C�J�C²j�
x = |~x| Æ Zlm ¬ �J�2¿¼� ¬ ®g­ · ÁJ�C»À¾�� ¬ � ¬ Ç Ì ­±»¼¾'� ¬ ­h�+®R¿¼� ¬ \ Zl0 = Yl0

¸
Zlm =√

2 Re Ylm
µ\®g­h®

m > 0
¸TÆ

Zlm =
√

2 Im Ylm
µ\®g­h®

m < 0
Ê�Î ® ¬ ÇbºC�C¾'»¼�J�j� ¬

Zlm
Çb�J­ · ®g�qºC�2¾��g�n°±ºC�E���`�J­±�h�J�C�J­ · ®g¿tÆd¾�� · µC¿À�'��� Ê�Î � ¬ �gµo�'­�®g²C�g­h� ¬ ²C�8�\�C»¼²j� ¬��� ¿¼®��'¾�º\®g¾'»¼ÁJ� � ~ Ê õ�
�  ¬ �J�ð�C��­ ·�Ä ��»¼¾'� ¬ Æ=�J¯o�'²C��¾'���d¿¼® ¬ ­±��´J¿¼® ¬ ²j�v¾��g� · ºj��®g¾�»ÀÁJ�¾+®g�jÁJ�C»¼¾�® ¬

[ϕlm(x), πl′m′(x
′)] = iδll′δmm′δ(x− x′) . � ~ Ê õ	�� 

Z �U²C� · � ¬ ­h� ¬ ¾'­h»¼¯j»¼­
H =

∑
lmHlm

¸C²j�J�C²C�

Hlm =
1

2

∫ ∞

0

dx

(
π2
lm(x) + x2

(
∂

∂x

(
ϕlm(x)

x

))2

+
l(l + 1)

x2
ϕ2
lm(x)

)
.

� ~ Ê õ ö  Î ¿À��´E®R²C� ¬ ®�� ¬ ���ZµCºC�E�h� �C� ¬ � ¬ �C�'¾�� ¬ ®g­±»¼� ­±��´JºC¿¼®g­,¿Å®��h���J­ Ä ® Ê|� º ¬ ��» ��ºC» · � ¬ �'¿� ¬ µ\®g¾�»À� ¾��g�s�h»¼�sºC��µo�J­¢ºC�\®�­h��²�¸A²C��Çb�J­ · ®�¹sºC�v¿Å®³¾��U�J­h²C�'�\®g²\®�­�®g²C»¼®g¿
x
µ\® ¬ ® ®��� · ®g­��R®g¿¼�g­h� ¬#¬ Ág¿¼�(���O¿À� ¬ µjºC�E��� ¬ ²C» ¬ ¾�­h����� ¬ ²C��¿¼®(­±��²O¾'�J� ¬ ��µ\®g­h®g¾�»ÀÁJ�

a
Ên« ¿U¾��J­P���V`ºC¿À�h­�®+�U»¼�J¿À�'��®{�U»À���C��²\®g²C�Oµm�J­

a−1 Ê ��� · �¢­h��´gºC¿Å®g²j�J­t»À�jÇb­�®R­h­h�
°±�C¸E²C��¾'»¼²C» · � ¬ µm�J�C�'­��¿ ¬ » ¬ ��� · ®��'�ZºC�\®O¾�®
°h®O� ¬ Ç Ì ­h»À¾+®�²j�Ñ­�®g²j»¼�
L = (N + 1)a

¸j²j�J�C²C�
N
� ¬ ºj�Z���E���'­h�· ºjÆd´g­�®g�C²j�g¸TÆd�?Éj»À´J» · � ¬ ¹sºC��¿Å® ¬ ÇbºC�C¾�»À�J�C� ¬

ϕlm(x)
¬ �+®g�2�sºC¿Å® ¬ µ\®R­�®

x ≥ L
Ê« ¿#¾'�J­±�h�¢»À�jÇb­�®R­h­h�
°±�/�U»À���C��²\®g²j�vµm�J­

L−1 Êo« ��� Ì ­ · »À�C� ¬ ²C�,� ¬ ��� ¬ µ\®g­ Ïg· ����­±� ¬ ¸\�'¿
a*z{�F�H	c�%
*$!>��&�
(���(�|�AH	Q	���|��&(V�%	�XY(��
	
C��*����� �OS
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V ® · »À¿À���g�C»Å®g�j�¢�'��¿¼®/­±��² ¬ ��� ¬ ¾�­±»¼¯m�

Hlm =
1

2a

N∑

j=1

(
π2
lm,j + (j +

1

2
)2

(
ϕlm,j
j
− ϕlm,j+1

j + 1

)2

+
l(l + 1)

j2
ϕ2
lm,j

)
,

� ~ Ê õ�$� ²C�J�j²C�
ϕlm,N+1 = 0

Ê
ϕlm,j

Æ
πlm,j
¬ �J���Jµm��­�®R²C�J­h� ¬A¬ »¼�O²C» · �'� ¬ »À�J�C� ¬ Æ¢�C��­ ·�Ä ��»À¾�� ¬ ¸Ær�g��­h»r�\¾+®R��¿¼® ¬ ¿¼��ÆJ� ¬ ²C��¾'�J� · ºj��®g¾�»ÀÁJ�³¾+®g�jÁJ�C»¼¾�® ¬

[ϕlm,j, πl′m′,j′] = iδll′δmm′δjj′ . � ~ Ê ~g÷� 
` ¯ ¬ �'­±�R® · � ¬ ¹sºC�

Hlm

��»À���C��¿¼®�Çb�J­ · ®Ã´J�'� Ì ­±»¼¾�®�²j��¿ V ® · »À¿À�h�J�C»Å®R�C��²j��¿Å®Ñ��¾'º\®g¾'»¼ÁJ�
� ~ Ê ö   ¸gµm�J­�¿¼�{¹sºC�&µm�È²j� · � ¬ ¾+®R¿¼¾�ºj¿Å®g­T¿¼®Ñ���E��­±�Jµ Ä ® Slm(n,N)

µj­h�U²CºC¾�»À²\®�®g¿j�h­�®g¾'�+®g­¿¼� ¬ µC­±» · ��­±� ¬
n
µCºC�E��� ¬ ²C��¿o� ¬ �F®g²C�¢ÇbºC�C²\® · ���E��®g¿ � �R®g¾ Ä ��²C�Ñ¿¼®,�h���J­ Ä ®   ²C� Hlm

Êj« ¿�R®g¾ Ä ��²C�
H
� ¬ ºC��µC­±�È²Cºj¾'���&²C»À­h�'¾'����²j��¿J�R®g¾ Ä ��²C�^¾+®g²C®

Hlm

¸+µo�g­z¿¼��¹sºC�^¿Å®"�'�E��­h�gµ Ä ®���R�F®g¿ ¬ ���J¯j��»À���C� ¬ º · ®g�C²C� ¬ �g¯C­h�����U²C� ¬ ¿À� ¬
l
Æ
m
¸
S(n,N) =

∑
lm Slm(n,N)

ÊZ ºC� ¬ ����¹Uºj�t¿¼®&�'¾�º\®R¾�»¼Ág� � ~ Ê õ $�  �C�(²C��µm���C²j��²C� m ¸ ¬ �|²C� ¬ µC­h�'�C²C�t¹Uºj� Slm(n,N) =
Sl(n,N)

Ê�Î ® ¬ º · ® ¬ �g¯C­h�
m
¾��g�s�h­h»À¯CºjÆJ�³¾'�J�dºC�dÇÔ®g¾'�h�J­

2l + 1
¸:µo�g­O¿¼� ¹sºC�³¿¼®���E�h­h�Jµ Ä ® ¬ �'­ Ï

S(n,N) =
∑

l(2l + 1)Sl(n,N)
Ê ÂÃ�8�\�C»¼�'�C²C�*®g�j�J­�® ¿¼®�¾+®g�E�h»¼²\®g²

R ≡ (n + 1
2
)a
¸ ¬ »¼���j²C� Ì�¬ ���rºj�d­�®g²C»À��® · �'²C»¼��¾+® · »¼�j�����E�h­h�r�'¿¢WC¿ ��» · �³µCºC�E�h���­h®g¾���®g²C�ZÆ �'¿�µC­h» · �'­h� ¬ »À�*�h­�®g¾'�+®g­'¸ � ­h�'²C�C»À¾F�U»����R®g¿¼ºCÁ³�sº ·�Ì ­±»¼¾+® · �'�s�h��¿Å® ¬ º · ®

S(n,N) =
∑

l(2l + 1)Sl(n,N)
µ\®g­h®

N = 60
Æ

1 ≤ n ≤ 30
¸:Æd�J¯ ¬ ��­±�gÁ ¬ º¾�� · µm�J­±��® · »¼���E�h�{²C�Ã� ¬ ¾+®R¿Å®�­h� ¬ µo�'¾'�h��®

R2 Ê ÂÃ�����'­ · »¼�CÁ¢¹Uºj�Ã¿¼� ¬ µjºC�E��� ¬t¬ »¼´gºC����¿Å®¿¼��Æ
S = 0,3

(
R2

a2

)
, � ~ Ê ~Èõ	 

¿Å®,¾�º Ï ¿ ¬ �ÃµCºC��²j�{�J¯j���'�C��­"®�µ\®g­P��»¼­|²C�Ñ¿À� ¬ ²C®R��� ¬ ²C�Ñ¿¼®�aA»À´ Ê � ~ Ê õ	  � ´J­ Ï �\¾��O�g­h»¼´g»¼�\®g¿²C� � ­±��²C�C»À¾F�s»   ÊÎ ®�¿À�'Æ¢�J¯j�h���C»À²\®{���/¿Å®Ñ�'¾�º\®g¾'»¼ÁJ� � ~ Ê ~Uõ	  ´Jº\®R­h²\®Ã�h­h� · ���j²\® ¬^¬ » · »À¿¼»À�hºC²C� ¬ ¾'�J�/¿Å®¿¼��Æ �\®R¿¼¿Å®R²\® · ��²C»¼®g�E���/®g­±´Jº · ���E��� ¬ µjºC­�® · ���E�h�/�h��­ · �U²C»¼� Ïg· »À¾�� ¬ µ\®g­h®�®R´Jºn°±��­±� ¬�C�'´J­h� ¬ � �'¾�º\®g¾'»¼ÁJ� � õ Ê Õ  ¹  Ê#Î ® ·vÏR¬ �C�g��®g¯C¿À��²C����¿À¿Å® ¬ � ¬ ��¿|�C��¾F�C� ²j�v¹sºC�Z® · ¯\® ¬� ¬ ¾+®g¿¼®g�d¾��g�d��¿ Ï ­±�+® ²C�v¿Å®�­±��´J»ÀÁJ�d® ¿Å®�¹Uºj�Z�C� ���'�C� · � ¬ ®g¾'¾�� ¬ � � ���d�'¿"¾ Ï ¿¼¾�ºj¿¼�®g¹sº Ä µC­h� ¬ �'�s��®g²C�C¸o¿Å®�­h��´g»¼ÁJ� ¬ �J¯C­±��¿¼®�¹sºC� ¬ �O�\®g¾'��¿¼®���­h®g½+®�µ\®g­±¾�»Å®R¿   Ê-b�¬ ���O­±� ¬ ºj¿r��F®R²C��²C� · ºC� ¬ ��­h®�¹sºC�Ã¿¼®,¿À�'Æ�²C� Ï ­h��®¢µ\®R­�®¢�'¿o� ¬ ¾�®g¿Å® · »¼�'�E���,²C�Ã¿¼®,�'�s�h­h�Jµ Ä ®¢� ¬ ®g¿À´J�· ºjÆ�´J�'�C��­h®g¿Ð¸EÆ ¬ �ÑµjºC��²C�Ã�J¯j���'�C��­�²C»¼­±��¾'��® · ���E���Ã®¢µ\®g­P��»À­t²C�Ã¿Å®¢�'�E��­h�gµ Ä ®,²C�5�^�J����'º · ®g�C�z¸m¿Å®/¾�º\®R¿ · »¼²C�,¿Å®/µ Ì ­h²j»¼²\®�²C��»À�jÇb�J­ · ®g¾'»¼ÁJ�³¾�ºC®g�C²C�r�j� ¬ �J¿ �È»À²\® · � ¬ ²C�ºC�\® µC®g­±�h�Z²C��¿"ºj�C»À�g��­ ¬ � � ���q� ¬ ���³¾�® ¬ �C¸AºC�\® � ¬ Çb��­h®*²j�Z­�®g²C»À� R   Ê�« ¿"­h� ¬ ºC¿ �F®g²C�®g¹sº Ä µj­h� ¬ ���E�F®R²C�v®Rµo�VÆE®��'¿zµCºC�E����²C�Ñ�U» ¬ �F®�²C�{¹sºC�R¸4®g¿zµ\®g­±��¾'��­�¸jºC�\®�µo� ¬ »¼¯j¿¼�Ñ¾'�J�����­±»¼¯Cºj¾�»¼Ág��®�¿Å®����E�h­h�Jµ Ä ®,²j��ºC�v®g´Jºn°±�'­h�,�C��´g­h��µjºC��²\® ¬ �'­�²C�'¯C»¼²\®,®�¿Å®����E��­±�Jµ Ä ®�²C�
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aA»¼´gºC­�® ~ Ê õ \\¾'� · µm�J­P�F® · »¼�'�s�h�O²C��� ¬ ¾+®g¿¼®�²C��¿Å®����E��­±�Jµ Ä ®/²j�,�'�E��­h�'¿Å®g½�® · »¼���E�h��¾'�J���¿ Ï ­±�+®�²C��¿Å®�­±��´J»ÀÁJ�r��­h®g¾���®g²\® � �J­±»¼´J»À�\®g¿m²C� � ­h�'²C�C»¼¾F�s»   Ê



~J~ 7v@xwy1ez5{|Bc}Tû��J¦�?A9>4x2Ô687���6��vz|?A@F�0@ wÛ@x?x7v6ã@xB�4x9>BÆ��@�7v18}
���E�h­h��¿¼®g½+® · »À���E���C¸j®g²C� ·vÏg¬ ²j�¢®R­h­h�
°h®g­"¿¼ºj½�®g¿ · �g��» �J��µm�J­"��¿�¾'º\®g¿ Ì'¬ �F®�� ¬ ¾+®R¿Å®�¾��J���¿ Ï ­h�+® � ÆZ�C�/¾��J����¿z�g�J¿¼º · �'�   ²C��¿Å®�­h�'´J»¼Ág�Z»¼�\®g¾'¾�� ¬ »¼¯j¿¼� ÊÂÃ� ¬ �+®g­ Ä ® · � ¬ ® ¬ » · » ¬±· ��¾�� · ���E��®g­O¹sºC�³��¿t¾ Ï ¿À¾�ºC¿À� ­h��®g¿¼»À½+®g²C���\® ¬ »¼²j� �C��¾F�j���ÉÈ¾'¿¼º ¬ »À�R® · ���E���OµC®g­�®ZºC� ¾�® · µm�Z� ¬ ¾+®g¿¼®g­ ¬ »¼� · ® ¬ ® ÊL` ��­h�r�h»¼µm�r²C��¾�® · µm� ¬ � ¾��J�· ® ¬ ®j¸�� ¬ µj»¼�C�J­±»Å®g¿À� ¬'ÊÀÊ Ê   ²\®R­ Ä ®R�,¿ÀºC´E®g­�®R¿ · » ¬h· ��¾�� · µo�g­±�F® · »À���E����²C�|� ¬ ¾+®g¿¼®j¸ ¬ »s¯C»À�����¿A¾�� · µo�g­±�F® · »À���E���r²j��¿�¾��U�¿�C¾�»¼�'�E����²C�

R2 ¬ ��­ Ä ®r²C» Çb��­±���E��� Ê Z �J­ ¬ ºCµCºC� ¬ ���j¸#µC®g­�®���'�C��­��'�X¾'ºC���E��® �h�È²C® ¬ ¿Å® ¬ µo� ¬ »¼¯C¿À� ¬ � ¬ µm��¾'»¼� ¬ ²C�Z¾�® · µo� ¬ ¸TºC�C�*²C�'¯o�'­ Ä ® ¬ º · ®g­���U²\® ¬ ¿Å® ¬ µm� ¬ »¼¯C¿À� ¬ ¾��J�E��­±»¼¯Cºj¾�»¼�g�C� ¬ ²C�v¾�®g²\®�� ¬ µm��¾'»¼�r®�¿Å®³���E��­±�Jµ Ä ®j¸��J¯j���'�C»¼�'�C²C�® ¬±Ä ºj�\® ¬ º · ® ¬ �J¯C­±���h�È²\® ¬ ¿Å® ¬ µm� ¬ »¼¯C¿À� ¬ � ¬ µm��¾'»¼� ¬ µ\®g­h®¢��¿m¾��U�¿�C¾�»¼�'�E���Ã²j�
R2 Ê�� »m¿Å®���E�h­h�Jµ Ä ®¢²C�ÃºC�Z®g´Jº
°±��­h���C��´J­±�OµCºC²j»¼��­h®�¾+®R¿¼¾�ºj¿Å®g­ ¬ �(²C�Ñ� ¬ ��� · �U²C�C¸s¿Å® ¬ º · ® ¬ �g¯C­h����U²\® ¬ ¿¼® ¬ � ¬ µo�'¾�»À� ¬ ²C��µ\®g­P� Ä ¾'ºC¿Å® ¬ µC­h� ¬ ���E�h� ¬ ������¿�ºC�C» �J�'­ ¬ ��²C�'¯o�'­ Ä ®�²\®R­(¿ÀºC´E®g­"®g¿ÇÔ®g¾����J­ 1

4

²j��¿¼®��'¾�º\®R¾�»¼Ág� � õ Ê Õ   Ê�b�¬ �h��� ¬ �'¿\²C���C� · »À�\®g²C� �m���G���¼�����hdU�(� �n���F�_�\�F�8fÐ�F� ¸Æ �C®VÆ ¹Uºj»¼���*»À�C¾�¿Àº ¬ �Z¿À�O²\®Z¿Å®��UºC�'¿À��®�®R¿TµC­h�g¯C¿¼� · ®j¸4Æ�� �\®g¾�»À���C²j�ZºC�=®g¾'�h��²j�OÇb�8�®��\­ · ®O¹sºC���'¿zÇÔ®g¾'�h�J­ 1
4

²j�{¿Å®O���E�h­h�Jµ Ä ®��\®�²C� ¬ ��­P�U»¼­�µ\®g­h®�¾+®g¿À»¼¯C­h®g­�¿¼® ¬ ²C»ÀÇb�'­h�'�s�h� ¬� ¬ µo�'¾�»À� ¬ ²C��µ\®g­±� Ä ¾'ºC¿Å® ¬ µC­h� ¬ ���E�h� ¬ �'���sºC� ¬ �h­h��ºC�C»À�g��­ ¬ � Ê
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« �v� ¬ �h�Ã¾�®gµ Ä �hºC¿¼�,»¼�E�h­h�U²CºC¾�» · � ¬ ¿Å®��C�È¾'»¼ÁJ��²C��� ¬ µC®g¾�»À��²C�Ã¶(»À�C²C¿¼�'­ � ¾��U�J­±²C���\®	�²\® ¬ ²C�"¶(»À�C²C¿¼�'­   ¸R�J¯ ¬ ��­P�R®g�C²C������µj­h» · ��­:¿¼ºC´J®g­A¿¼® ¬A¬ » · »¼¿¼» ��ºC²j� ¬ ¹Uºj� Ì�¬ �h�"��»À���C�"¾'�J���¿�� ¬ µ\®g¾'»¼���Ð��»À� · µo�O²j�{ºC��®R´Jºn°±��­±�/�C��´J­±�C¸jÆv²C� · � ¬ �h­�®g�j²C�/��� ¬ ��´gºC�C²C��¿¼ºC´J®g­"¹sºC���¿ · » ¬h· � ¬ �ÑµCºC�'²C�Ñ�J¯È�����j��­�®�µC®g­±�h»¼­^²C�Ñ¿¼® ·�Ì ��­±»¼¾�®,²C�ÃºC�Z®g´Jº
°±��­h�¢�C��´g­h�O�'�ZºC�\®¾�»À��­±��® ¬ »À��ºC®g¾�»ÀÁJ��¿ Ä¼· »À�h� � · ® ¬ ®�»¼���\�C»À��®   Ê a:»¼�\®g¿ · �'�E���g¸ · �'�C¾�»À�J�\® · � ¬^· ºjÆ/¯C­±�'�g�8�· �'�E���&¿Å® ¬ ¾�®g­�®R¾'���'­ ÄÀ¬ ��»À¾+® ¬ µj­h»¼�j¾�»¼µC®g¿¼� ¬ ²C��¿\��Çb��¾'�h���(�C­hºj�z¸s®g¿\¾�ºC®g¿\�C� ¬ ­h��Çb��­±»¼­h� · � ¬²C���sºC�'�g�v����µm� ¬ �h��­h»À�J­h� ¬ ¾+®gµ Ä ��ºC¿À� ¬�Ê
.��¿�i� � ©/©��T¡Z£&§³ ¢¡³ ,ª ¡Z£ � ¥'§³¡�4'£"�
Í �s�h­h�U²CºC¾'» · � ¬ ¿Å® ¬ ¾��U�J­h²C�'�\®g²\® ¬ ²j�¢¶&»¼�j²C¿¼�'­

(ξ, τ)
������¿�µC¿¼®g�C�

x− t ®/µC®g­±�h»¼­²C��¿¼® ¬ »¼´JºC»À���E���³��­h®g� ¬ Çb�J­ · ®g¾�»ÀÁJ�z¸�¿¼®=¾'º\®g¿(� ¬ ­±��´Jºj¿Å®g­���� ¿¼®=­±��´J»ÀÁJ�
x > |t| � ¿Å®¿¼¿¼® · ®R²\®Ð]]½'�J�\®�²C�,¶&»¼�C²C¿À��­ _   \

x = ξ cosh τ

t = ξ sinh τ . � � Ê õ	 Ò ­h® ¬ � ¬ ���,¾+® · ¯j»¼��²C��¾��U�J­±²C���\®R²\® ¬ ¸\¿¼® ·�Ì ��­h»À¾+®O²C�i��»À�C�g��[ ¬ �U»�µ\®R­�®/ºC��� ¬ µ\®R¾�»¼�s���»À� · µo��µC¿¼®g�C� ¬ �¢� ¬ ¾�­±»¼¯m��¾�� · �
ds2 = −ξ2dτ 2 + dξ2 + dy2 + dz2 , � � Ê ~� ¬ »À���C²C�

y
Æ
z
¿Å® ¬ ¾'�È�J­±²C���C®g²\® ¬ � ¬ µ\®g¾'»Å®g¿À� ¬ ��­h®g� ¬ �g��­ ¬ ®g¿À� ¬�ÊÈ«�¬ ºj���C�'¾F�C��¯j»¼����¾��g�C���¾�»À²C� � �J�'­�¸Eµm�J­��]°±� · µj¿¼�C¸�� ���Â  ¹sºC�&� ¬ ���&¾+® · ¯C»¼�{²C�&¾'�È�J­±²C���C®g²\® ¬ ¾'�J­h­±� ¬ µm�J�C²j�Ã®{¿Å® ¬

~g�
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ξ = 0
τ = 

ξ = 0
τ = −

F

P

II I
x

t

aA»À´JºC­�® � Ê õ \4¾��U�J­±²C���\®R²\® ¬ ²j�O¶&»¼�C²C¿À��­ Ê\Î ® ¬ �h­�®+ÆJ�'¾'���g­h»Å® ¬
ξ = cte

¬ �J���C»¼µ Ì ­±¯o�g¿Å® ¬Æ�¾��J­±­h� ¬ µo�g�C²C���=®rºC� �g¯ ¬ �'­±�R®g²C�J­{ºj�C»ÀÇb�J­ · � · �'�E���O®R¾���¿À��­h®g²C�C¸ · »À���E��­h® ¬ ¹sºC��¿¼® ¬��­h®+ÆJ��¾����J­±»Å® ¬
τ = cte

¬ ÁJ�ð¿ Ä �C��® ¬ ­h��¾��F® ¬'ÊA« ¿|¾+® · ¯C»¼�³²C��¾��U�J­h²C�'�\®g²\® ¬ � ¬ � Ï ¯C»¼�'�²C�8�\�C»¼²j���'��¿¼®�­h��´g»¼ÁJ�
x > |t| ¸C¿Å®O¿À¿Å® · ®g²\®�]]½��g�\®�²C�,¶(»À�C²C¿¼�'­ _�Ê

��­h®+ÆJ��¾����J­±»Å® ¬ ���d�'¿�� ¬ µ\®g¾'»¼���Ð��»¼� · µm� · »À�C�g��[ ¬ �s»¼®g�C� ²C�vºC�\® µ\®g­P� Ä ¾�ºC¿¼® � �g¯ ¬ �'­±�R®s�²C�J­   ºC�C» Çb�J­ · � · ���E�h��®g¾��'¿¼�'­�®g²\®È¸g¾��g��®R¾���¿À��­h®g¾�»ÀÁJ��µC­h�gµC»Å®Ã¾'�J� ¬ �F®g�E���&²C�"�R®g¿À�J­
ξ−1
¸¬ »À���C²j�

ξτ
��¿\��»À� · µo��µC­±�JµC»¼�,®�¿¼��¿Å®R­h´J�{²C�(¿Å® ¬ ¾'ºC­±�R® ¬

ξ = cte
ÊUÎ ®�­h�'µC­h� ¬ �'�s��®g¾�»ÀÁJ�²C»¼®g´J­�® ·vÏ �h»¼¾�®¢²C��� ¬ �F® ¬ �h­�®+ÆJ�'¾'���g­h»Å® ¬(¬ �¢µjºC��²C�{�g��­(����¿Å®haA»À´JºC­�® � Ê õ Ê

���\®(¾+®g­h®g¾'�h��­ Ä¼¬ �h»¼¾�®(» · µm�J­±��®g�E����²C�t¿Å®&� ¬ ��­hºj¾'��ºj­�®Ã²C�'¿s� ¬ µC®g¾�»À��� �h»¼� · µm�(²j�ñ��»À����g��[ ¬ �U»���ÉÈµC­h� ¬ ®g²j�����r¾'�È�J­±²C���C®g²\® ¬ ²C�{¶&»¼�C²C¿À��­'¸E� ¬ ¿¼®¢®gµC®g­h»À¾�»¼Ág��²C�ÃºC�r�C�J­±»¼½'�J�E���¹sºC� · ®R�s�h»¼�'�C��²C� ¬ ¾��J�j��¾'��®g²\® ¬ ¾+®Rº ¬ ®g¿ · �'�E���/­h�'´J»¼�J�j� ¬ ²C�'¿�� ¬ µC®g¾�»À��� �h»¼� · µm� Ê0Z ®g­�®�J�'­t� ¬ �h�C¸E�J¯ ¬ ��­±�R® · � ¬ ¹sºC�(¿Å® ¬ ¾�ºj­±�R® ¬
ξ = cte

¬ �J�/���U²\® ¬ ® ¬ »¼�E��ÁR��»¼¾�® ¬ ®�¿¼� ¬ µC¿¼®g�C� ¬
x = ±t Ê � µ\®g­P��»¼­,²C�'¿t²C»À¯Cºn°±��²C�v¿¼®JaA»À´JºC­h® � Ê õ ¹sºC�'²\® ¾�¿¼®g­h��¹sºC�r� ¬ ��� ¬ µC¿¼®g�C� ¬¬ �g�Z�C�J­h»À½��J�E�h� ¬ ¸ÈµCºC� ¬ ���/¹sºC�Ñºj�Z�J¯ ¬ �'­±�R®g²C�g­ ¬ »¼´gºC»¼�'�C²C��ºj�\®O²C�{¿Å® ¬ ¿ Ä �C�+® ¬

ξ = cte�C�*µCºC�'²C� · ®g�j²\®g­O»À�jÇb�J­ · ®g¾'»¼ÁJ�ð®*¿¼® ¬ ­h�'´J»¼�g�C� ¬ äVä Æ¢¡Þ²C��¿�� ¬ µ\®R¾�»¼�s� ��»À� · µo�j¸A®
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¿Å®/�J��½�¹sºC���j�rµCºC�'²C��­h�'¾�»¼¯j»¼­(�C»¼�C´gºC�\®v»À�jÇb�J­ · ®g¾'»¼ÁJ�³²C�O¿¼® ¬ ­±��´J»À�J�C� ¬ äVä Æq£ Ê ����J¯ ¬ ��­±�R®g²j�J­{ºC�C» Çb�J­ · � · ���E���O®g¾��'¿¼��­h®g²C� ¬ � · �V�J�'­ ÏZ¬ »À� · µC­h��²C���E��­±�³²C��¿Å®r­±��´J»ÀÁJ�ä ¸UÆv¹sºC�'²\®g­ Ï ¾+®gº ¬ ®g¿ · ���E�h�Ñ²C� ¬ ¾��J�j��¾'��®g²C�/²C�Ñ¿¼®�­h�'´J»¼Ág� äVä Ê �^� · � ¬ µjºC� ¬ ¹sºC�R¸jµm�J­�]°±� · µC¿À�C¸�®

t = 0
��¿��J­±»¼´J�'�*²C�/¾��U�J­h²C�'�\®g²\® ¬ �'�ð�'¿�µC¿Å®g�j�

x − t � ¬ ºC�=�C�J­±»¼½'�J��������'�s�h­h� ä Æ äVä ¸oµCºC� ¬ ����¹sºC�/²C� ¬ ¾��J�C�'¾'��®�¿¼® ¬ ²C� ¬ ­±��´J»À�J�C� ¬ ¾+®gº ¬ ®g¿ · ���E�h��µ\®g­�®Z�'¿�J¯ ¬ ��­±�R®g²j�J­&ºC�C»ÀÇb�g­ · � · ���E���{®R¾���¿À��­h®g²C� Êj«^¬ �F®/µC­h�gµC»¼�'²\®g² ¬ �'­ Ï » · µo�g­±�F®R�s�h�Ñ����¿¼� ¬µC­hÁ+ÉÈ» · � ¬ ¾�®gµ Ä �hºC¿¼� ¬�ÊÎ ® ¬ ¾��U�J­±²C���\®R²\® ¬ ²j�v¶&»¼�C²j¿¼��­ ¬ �vµCºC�'²C���d�?ÉU�����j²C��­�®R�\®g¿ Ä ��»À¾+® · ���E���O® � ¾�® ¬ »  ���U²C�/��¿�� ¬ µ\®g¾'»¼���Ð��»À� · µo�C¸U²C��¿Å® · ®g�C�'­�®O����¹sºC� ¬ »¼´gºC��\
¶&��´J»ÀÁJ� ä \

x = ξ cosh τ

t = ξ sinh τ . � � Ê �� 
¶&��´J»ÀÁJ�5£x\

x = ξ sinh τ

t = ξ cosh τ . � � Ê Õ  
¶&��´J»ÀÁJ� äVä \

x = −ξ cosh τ

t = −ξ sinh τ . � � Ê �� 
¶&��´J»ÀÁJ��¡^\

x = −ξ sinh τ

t = −ξ cosh τ . � � Ê 
� 
Î ® ¬ �h­�®+ÆJ�'¾'�h�J­h»¼® ¬ ¾��J­±­h� ¬ µo�g�C²C»¼�'�E��� ¬ ®�� ¬ ��®��?ÉÈ�h��� ¬ »¼ÁJ� ¬ �J��¿Å® ¬ ¹sºC� ¬ ºC­±´J����²C�,��É�����'�C²C��­t��¿4��»Àµo�,²C���h­�®+ÆJ�'¾'�h�J­h»¼®¢²C�(¿Å®iaA»¼´Jºj­�® � Ê õ ®g¿4­h� ¬ �h�O²C�Ã­±��´J»À�J�C� ¬ ²C�'¿o� ¬ µ\®R¾�»¼�s���»À� · µo�C¸UÆZ¿Å® ·�Ì �h­h»À¾+®�»¼�C²jºC¾�»À²\®Oµo�g­�� ¬ ��®/�h­�®g� ¬ Çb�J­ · ®g¾'»¼ÁJ�r�U»À���C��²\®g²C®/µm�J­

ds2 = ∓ξ2dτ 2 ± dξ2 + dy2 + dz2 , � � Ê �� 
²C�J�C²j�Ñ¿¼� ¬|¬ »À´J�C� ¬|¬ ºjµo�'­h»¼�g­h� ¬ ¾��J­±­h� ¬ µm�J�C²C�'�³®�¿Å® ¬ ­h�'´J»¼�g�C� ¬ ä Æ äVä Æ�¿¼� ¬ »¼�jÇb�'­h»À�J­h� ¬®Ñ¿Å® ¬ ­h��´g»¼�J�C� ¬ £dÆf¡ Êg«�¬ » · µo�g­±�F®R�s�h�t�g¯ ¬ �'­±�R®g­�¹sºC��� ¬ ���&¾+® · ¯C»¼�Ã²C��¾��U�J­h²j���\®g²C® ¬
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�C�¢� ¬ ��®¢¯C»À����²C�¿�\�j»¼²C�¢���v¿À� ¬ µC¿Å®R�C� ¬

x = ±t Ê � · �U²C��²C�Ñ®gµjºC�E���g¸U� ¬ »¼�E���'­h� ¬ ®g�E����J�'­���¿"��Çb��¾����*²C�ZºC�\® ­±�g�F®g¾'»¼ÁJ� ® �h»¼� · µm��» · ®g´g»¼�\®g­±»¼�����q��¿�� ¬ µC®g¾�»À��� �h»¼� · µm��²C�¶&»¼�C²C¿À��­ Ê-� »#» · µo�J�j� · � ¬
τ = −iθ ��� �'¿�µC¿Å®g�j� ξ − τ ²C��¿¼® ·�Ì �h­h»À¾+®�²\®g²\®�µo�g­�¿¼®��¾'º\®g¾'»¼ÁJ� � � Ê ~�  ¸C�J¯j�h���C� · � ¬ �'¿���¿À� · ���E���/²C��¿ Ä �C�+®
ds2 = ξ2dθ2 + dξ2 + dy2 + dz2 . � � Ê ö  

�^� · � ¬ ¹sºC�Ñ¿Å®�µ\®g­P���
(ξ, θ)

²C�Ã¿¼® ·�Ì �h­h»¼¾�®¢®R�s�h��­±»¼�J­|²C� ¬ ¾�­±»¼¯m�ÃºC�r� ¬ µ\®R¾�»¼�¢µC¿Å®R�C��²C�²C� ¬ ²C» · �'� ¬ »À�J�C� ¬ �'��¾'�È�J­±²C���C®g²\® ¬ µm�J¿Å®g­±� ¬'Ê4Î ® ·�Ì ��­±»¼¾�®/µm� ¬ ���,ºC�\® ¬ »¼�j´JºC¿Å®R­h»¼²C®g²¾�Ág�C»¼¾�®��'�
ξ = 0

¸4²C�'µo�'�C²C»À���C²C�v²C��¿¼®�µm��­±»¼�U²C»¼¾'»¼²\®g²Z²j��¿Å®��R®g­h»¼®g¯C¿À�
θ � ¬ »¼�'�C²C��­h�8�´JºC¿¼®g­ ¬ »z��¿oµo�'­h»À�È²C��²C�

θ
� ¬

2π
  Ê � ¬±Äz· » ¬h· �C¸ ¬ »z»À�C»¼¾'»Å®g¿ · �'�E���&­h�g��® · � ¬ ��¿m��»À� · µo�· »¼�C�R�	[ ¬ �s»Å®g�C�r®��R®g¿¼�J­±� ¬ » · ®g´J»¼�C®g­h»À� ¬

t = −iλ Æ�� ¬ ¾�­h»À¯C» · � ¬ τ = −iθ ¸��J¯j�h���C���· � ¬ ¹sºC����¿�¾+® · ¯C»¼��²j�,¾'�È�g­h²C�'�\®g²\® ¬ ²C�,¶&»¼�C²j¿¼��­ ¬ �,� ¬ ¾'­h»À¯o������¿Å®�Çb�g­ · ®
λ = ξ sin θ

x = ξ cos θ � � Ê $� 
� ­±� ¬ ��­h»À�C´J» Ì �C²C�g�C� ¬ ®�¿¼®�½'�J�\®�²j�r¶&»¼�C²C¿À��­   Ê�Î ®��?ÉÈµC­h� ¬ »¼Ág�d®g�E���'­h»¼�g­,�C®g¾���¹Uºj�v²C��sºC�'�g�v»À�s�h��­±µC­h����� · � ¬

ξ
Æ
θ
¾'� · ��¾'�È�g­h²C�'�\®g²\® ¬ µm�J¿¼®g­h� ¬�Ê

.^�°ø�� ¤ v'¦ ¥?¨�£ ¡Z£ ¦  ,ª#  ¥�§¦¥�§Z¥�¨#  ¡Z£ �³§  ,�i�5�z£"�:© §Z£Q§
���A©

« �2� ¬ ��® ¬ ��¾'¾�»¼Ág�q�R® · � ¬ ®��g��­/¹sºC�Z��¿�� ¬ µC®g¾�»À��� �h»¼� · µm��²C�³¶&»¼�C²j¿¼��­,Æ ¬ º2� ¬ ���­±ºC¾'�hºC­�®³¾+®Rº ¬ ®g¿ ¬ �/µCºC��²j���J¯È�����j��­,®�µC®g­±�h»¼­Ñ²C�/ºC�=¾�� · µm�J­±��® · »¼���E�h�Z¿ Ä¼· »À�h�¢²j��¿� ¬ µ\®g¾'»¼���Ð��»¼� · µm�r²C��ºj�ð®g´gºn°±��­±�Z�C��´J­±� Ê ���J� ¬ »¼²C�'­h� · � ¬ ¿¼® ·�Ì ��­±»¼¾+®r²j� � ¾F��[�®g­±½ ¬ �¾F�C»À¿¼²

ds2 = −
(

1− 2M

r

)
dt2 +

(
1− 2M

r

)−1

dr2 + r2dΩ2 , � � Ê õV÷� 
ÆZ²C�8�\�\® · � ¬ ®/¾��J�E�h»¼�sº\®g¾'»¼ÁJ�³¿Å® ¬ ¾��U�J­h²j���\®g²C® ¬

τ
Æ
ξ
²C��¿Å®OÇb�J­ · ®

τ =
t

4GM

ξ =
√

8GM(r − 2GM) . � � Ê õJõ	 
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Î ® ·�Ì �h­h»À¾+®�����¿Å® ¬ �Uºj�'�R® ¬ ¾��U�J­h²C�'�\®g²\® ¬ �U»À���C��²\®g²C®/µm�J­&¿Å®O�?ÉÈµC­h� ¬ »¼Ág�

ds2 = − ξ2

(
1 +

ξ2

16G2M2

)−1

dτ 2 +

(
1 +

ξ2

16G2M2

)
dξ2

+ 4G2M2

(
1 +

ξ2

16G2M2

)2

dΩ2 . � � Ê õ
~� 
Ò � · ®g�j²C�&®�¾��J�E��»À�sº\®g¾�»ÀÁJ�{��¿g¿ Ä¼· »À�h�:²j� · ® ¬ ®"»¼���C�C»À��®�²C��¿J®g´Jºn°±�'­h�&�C��´g­h�C¸

M →∞ ¸��¿m�C�J­±»¼½��g�s�h�Ã� ¬ Ç Ì ­±»¼¾'��²C�Ñ¿¼® ¬ »¼�C´gºC¿Å®g­±»¼²\®R² ¬ �Ã��­h®g� ¬ Çb�J­ · ®,�'�ZºC�r�C�g­h»¼½'�J�E���(µC¿Å®R�\®g­�¸µo�g­�¿À�*¹Uºj��¿Å® ¬ ºC¯E�g®R­h»¼�'²\®g²X²C� ¬ ¾�­h» �F®*µo�g­
r2dΩ2 ¬ ��²C� ¬ ¾'­h»¼¯m��µo�J­/ºC�C® ·�Ì �h­h»¼¾�®µC¿Å®R�\®g­

dy2 +dz2
¾'�J��¿ Ä¼· »À�h� ¬ ²C�(¿Å®Ñ�R®g­±»¼��²C®g²��'�v�'¿m»À���\�C» ��� Ê�Z �J­|¿¼�{�F®R�s�h�C¸E²C�'�s�h­h�²C��� ¬ ���,¿ Ä¼· »À�h��¿¼®O��¾'º\®g¾�»ÀÁJ� � � Ê õ
~�  ¬ ���h­�®g� ¬ Çb�J­ · ®O�'��¿¼® ·�Ì �h­h»À¾+®O²C�,¶&»¼�C²C¿À��­

ds2 = −ξ2dτ 2 + dξ2 + dy2 + dz2 . � � Ê õV�� 
�^� · � ¬ µCºj� ¬ ¹sºC�{��¿�� ¬ µC®g¾�»À��� �h»¼� · µm��²C�{¶&»¼�j²C¿¼�'­"®gµ\®R­h��¾'�{²C� · ®g�C�'­�®��\®n��ºC­h®g¿�¾'���· ����¿m¿ Ä¼· »À�h�&²C�Ã´J­h®g� · ® ¬ ®,²C�ÑºC�³®g´gºn°±��­±�O�C��´g­h�O²C� � ¾F��["®g­±½ ¬ ¾F�C»¼¿À²z¸C­h� ¬ µm�'��®g�C²C�¿Å®�� ¬ �h­hºC¾���ºC­h®=¾�®gº ¬ ®R¿�²C�Z¿¼®���ÉÈ» ¬ ���'�C¾�»¼®*²j�rºC�q�C�J­±»¼½��g�s�h�r²C� ¬ ºC¾�� ¬ � ¬ � ÆJ® �È» · � ¬���*¿Å® ¬ ��¾'¾�»¼Ág�`®R�s�h��­±»¼�J­�¹Uºj���'¿T� ¬ µ\®g¾'»¼���Ð��»¼� · µm�v²j�/¶(»À�C²C¿¼�'­Ã²\®Z¿ÀºC´E®g­Ã®r¿Å®Z®gµ\®R­h»r�¾�»ÀÁJ� ²C��­h��´g»¼�J�C� ¬ ²C� ¬ ¾'�J�C��¾��F®g²C® ¬ ¾+®gº ¬ ®g¿ · ���E�h�   Ê ÂÃ�r¾�®g­�®�®�¾ Ï ¿À¾�ºC¿À� ¬ µC­ Ï ¾���»À¾�� ¬ ¸� ¬ WÈ��»¼¿��C®g¾��'­Oº ¬ ��²C�vºC�ð¾��J­P���v»À�jÇb­�®R­h­h�
°±��²C� · ®R�C��­h®�¹sºC�

y, z ∈ [−L/2, L/2]
ÊÂÃ��� ¬ �F® · ®g�j��­�®È¸C��¿ Ï ­±�+®�²C�'¿��C�J­h»À½��J�E�h�{� ¬ �\�C» �F®OÆZ²C�{�R®g¿¼�g­

L2 Ê4Î ® ¬ ¾+®g�E�h»¼²\®g²j� ¬»¼�E���'­h� ¬ ®g�E��� ¬ ¸\�F®R¿¼� ¬ ¾'� · ��¿¼®O���E��­±�Jµ Ä ®/µm�J­�ºC�j»¼²\®g²³²C� Ï ­h�+®È¸ ¬ � · ®R�s�h���C²j­ Ï �³¯C»À���²C�¿�C�C»¼²\® ¬ �'���'¿�¿ ÄÀ· » ���
L→∞ Ê

.��*.�� u�ª £&¤t¨�© «Þ§r�v�5¬
��¾��J�E��»À�sº\®g¾�»ÀÁJ�r�?Éjµm�J�C� · � ¬"· ºjÆ�¯C­h���J� · �'�s�h�{Ær²C�ÃÇb�g­ · ®�»¼�E��­±�È²jºC¾'�h�J­h»¼®¢¿Å® ¬�C�U¾�»¼�g�C� ¬ µC­±»¼�C¾'»¼µ\®g¿À� ¬ ²j��¿�²C�'�C� · »¼�\®g²j��]_�'Çb�'¾'���^���j­hºC� _�Ê\« ��� ¬ �F® ¬ �'¾�¾'»¼ÁJ���C� ¬ »¼������'­h� ¬ ®�¾'���E��­h®g­h�j� ¬�·vÏg¬ �'�*¿Å® ¬ »À²C�+® ¬ ¹Uºj���'�=¿À� ¬ ¾ Ï ¿¼¾'ºC¿¼� ¬ ²j�'�F®R¿¼¿Å®R²C� ¬ �?ÉÈµC¿ Ä ¾�»À�h� ¬ ¸²\®g²C�,¹sºC� Ì�¬ �F® ¬ ®gµ\®g­±��¾'��­ Ï ��­±��¿Å®R¾�»¼�g�\®g²\® ¬ ®�¿À� ¬ ²C� ¬ ®g­±­h�J¿À¿¼� ¬ ¹sºC�&��ÉÈµm�J�C²C­±� · � ¬ ���¿¼� ¬ µC­±Á+Éj» · � ¬ ¾+®gµ Ä ��ºC¿À� ¬ � µC®g­�®�ºC�\®�»¼�jÇb�g­ · ®g¾�»ÀÁJ� ·�Ïg¬ ²C�'��®g¿¼¿¼®g²\®�®g¿�­±� ¬ µm��¾����C¸\�g��­µo�g­��]°±� · µC¿À�J� õV�	�   Ê���J� ¬ »À²C��­±� · � ¬ �'¿�µC­±�J¯C¿¼� · ®,²C�Ñ¾'º\®g�E��»À½+®g­'¸jµm�J­ ¬ » · µC¿¼»À¾�»¼²C®g²z¸JºC�Z¾�® · µo�O� ¬ ¾�®s�¿Å®g­ ¬ »À� · ® ¬ ®

φ(x)
º ¬ ®g�C²C��¾'�È�J­±²C���C®g²\® ¬ ²C�"¶(»À�C²C¿¼�'­A�'��¿ÀºC´E®g­:²C�"¿¼® ¬ ¾��U�J­±²C���\®R²\® ¬· »À�C�g��[ ¬ �U»¼®g�\® ¬ º ¬ º\®g¿À� ¬�Ê4Î ®���¾'º\®g¾'»¼ÁJ�³²C�,�J�C²\® ¬

�φ = 0 � � Ê õ Õ  
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¬ �|µCºC�'²C� ¬ ��µ\®R­�®g­#���¢¾��U�J­h²C�'�\®g²\® ¬ ²C��¶(»À�C²C¿À��­zÆ�µm� ¬ �'� ¬ �J¿¼ºC¾'»¼�J�j� ¬ ¾��J­±­h� ¬ µo�g�C²C»¼�'������ ¬ ® · �U²C� ¬ �C�J­ · ®R¿¼� ¬ ²C�{Çb­h��¾'ºC���j¾�»Å®/µm� ¬ » ��»À�R®O­±� ¬ µm��¾�����®g¿z��»À� · µo��²C�,¶(»À�C²C¿¼�'­

uν,~k(ξ, τ, ~x) = Ce−iντKiν(kξ)e
i~k·~x , � � Ê õ	�� ²C�J�j²C�

~x
­h�'µC­h� ¬ ���E��®³�'¿:�g��¾'�h�J­

(y, z)
¸
ν
� ¬ ¿Å®�Çb­±��¾'ºC���C¾'»Å®j¸

Kl(q)
� ¬ ºC�\®vÇbºC�C¾'»¼ÁJ�· �È²C»r�\¾+®R²\®d²C�®­t� ¬h¬ ��¿¢²C�`�g­h²C�'�

l
¸�Æ

C
¾'»¼�'­±�F®2¾��J� ¬ �F®R�s�h�ð²C�=�C�J­ · ®R¿¼»¼½�®g¾�»ÀÁJ� ÊZ �U²C� · � ¬ ®R�C�J­�®��?ÉjµC®g�C²C»À­(�'¿��Jµm��­�®R²C�J­�¾+® · µm�

φ̂(x)
��� · �U²C� ¬ �C�g­ · ®g¿¼� ¬ \

φ̂(x) =

∫ ∞

0

dν

∫
d2~k (â(ν,~k) uν,~k(x) + h.c.) , � � Ê õ�
� 

²C�J�j²C�¢µm�J­
x
���E�h���C²C� · � ¬ ��¿#¾��g�n°±ºC�E����²C�¢�R®g­±»Å®g¯C¿À� ¬

(ξ, τ, y, z)
�'� ��¿�� ¬ µ\®g¾'»¼�v²j�¶&»¼�C²C¿À��­ ÊÎ ® ¬ ­h��´g¿Å® ¬ ²C��¾'�J� · ºj��®g¾�»ÀÁJ�Z¾+®R�CÁJ�C»À¾+® ¬ » · µm�J�C���Z¹sºC�

[â(ν,~k), â†(ν ′, ~k′)] = δ(ν − ν ′)δ(~k − ~k′) , � � Ê õ	�� ®g�sºC¿ Ï �C²C� ¬ ���'¿�­±� ¬ ���ð²j��¾��g� · ºj��®g²C�J­±� ¬ »¼�C²C�'µo�'�C²C»À���E��� ¬ ²C� Ì�¬ �h� Ê ÂÃ�¿�C�\® · � ¬ ®¾��g�s�h»¼�sº\®g¾'»¼ÁJ�q�'¿ ÿn�U��¯Ð� |Ω〉 ²j��¿¼® �����g­ Ä ® ²j��Çb�J­ · ® ¹sºC� Ì�¬ ��� ¬ ��®g�C»À�C»¼¿À�v��­h® ¬ ¿Å®®g¾'¾�»¼Ág��²C�&¿¼� ¬ �gµo�'­�®g²C�g­h� ¬ ²C�(®g�j»¼¹sºC»¼¿¼®g¾�»ÀÁJ��¹sºC�(®g¾�®g¯\® · � ¬ ²j�(µj­h� ¬ ���E�F®R­�¸s� ¬ ²C�'¾�»¼­'¸
â(ν,~k)|Ω〉 = 0 ∀ ν,~k . � � Ê õ ö  ���C­±ºC� �J¯ ¬ ��­P�JÁq¹sºC� ¿Å®=�����g­ Ä ®`® ¬hÄ ¾��J� ¬ ��­±ºC»¼²C®j¸t�'� � Ì ­ · »À�C� ¬ ²C��¿(�R®g¾ Ä � |Ω〉®g�C»À¹sºC»¼¿¼®g²C�=µo�J­�¿¼� ¬ �Jµm��­�®R²C�J­h� ¬ ²C� ®R�C»¼¹sºC»À¿Å®g¾'»¼ÁJ�2¹sºC� ¬ ºC­±´J��� ²j� ¾�º\®g�E�h»¼½+®R­v���¾��U�J­±²C���\®R²\® ¬ ²C��¶(»À�C²C¿¼�'­�¸T�j�`� ¬ ºC�j»À�F®R­h»Å® · �'�s�h�r��¹sºC» �R®g¿¼�'�s�h��®=¿¼® �h���J­ Ä ® º ¬ º\®g¿²C�rºj�d¾+® · µo��� ¬ ¾+®g¿¼®g­O¿¼»À¯C­h�����d� ¬ µ\®R¾�»¼�s� ��»À� · µo��²C�&��»¼�C�R�	[ ¬ �s» Ê�«�¬ �h� ¬ �rµjºC��²C����E�h���C²C�'­�²C�'¯C»¼²j�O®g¿\�C�'¾F�C�O²C�(¹sºC�Ã¿À� ¬^· �U²C� ¬ �C�g­ · ®g¿¼� ¬ ²C�(�U»À¯C­�®g¾'»¼ÁJ��²C�(¿Å®{��¾'º\®s�¾�»ÀÁJ��²C�&�J�C²C®��C®g� ¬ »¼²j�¢®R¹Uº Ä ��¿¼�'´J»¼²j� ¬ ¾��g�/Çb­±��¾'ºC���C¾'»Å®�µo� ¬ »À�h»À�R® ���F�_�\�F���_���g�C� fÐ���Ã�\�dU�_°�fò��dj�¼��� ¸UÆr�C��­±� ¬ µo�'¾'����®g¿o��»¼� · µm� · »¼�j�g��[ ¬ �s»Å®R�C��º ¬ ºC®g¿ � �j� · � ¬�¬ �'µ\®g­�®R²C�/¿Å®��¾'º\®g¾'»¼ÁJ�Z�'�Z¾��U�J­h²C�'�\®g²\® ¬ ²C�{¶&»¼�C²j¿¼��­   Ê ���Z¾�® · ¯C»À�����Z¿¼®�¾��U�J­±²C���\®R²\®���� · µm�J­�®R¿»¼�E�g�J¿¼ºC¾'­�®�ºj�\®�­h��²j�¿�\�C»À¾�»ÀÁJ�r²C�'¿z� ¬ µo�'¾'��­±�/µo� ¬ »À�h»À�J��²C�ÑÇb­h�'¾�ºC�'�C¾�»¼® ¬ ¸Cµm�J­"¿À�O¹sºC�{���´J�'�C��­h®g¿^¿¼� ¬ �R®g¾ Ä � ¬ ²C�¿�C�C»¼²C� ¬ ®³µ\®g­±�h»¼­�²C��¿Å® ¬ ²C� ¬ ���'�J­ Ä ® ¬ � ®g�E�h� ¬ Æ*²j� ¬ µjº Ì�¬ ²j��¿¾+® · ¯C»¼�   �C�&�\®g��²C� ¬ �'­��C��¾'� ¬ ®R­h»Å® · �'�s�h��»¼² Ì �E��»¼¾'� ¬�Ê ���\® ¬ �g­hµC­±� ¬ ®(®�WC� ·�Ïg¬ ´J­h®g�C²C�ÇbºC�t²C� ¬ ¾�ºC¯C­±»¼­T¹sºC����¿s�g®R¾ Ä � |Ω〉 ¾��J�E��»À���C��ºC�\®Ã²C» ¬ �h­h»¼¯jºC¾�»ÀÁJ�¢� Ì ­ · »¼¾�®(²j�"¾�º Ï �s�h� ¬ ²C����j��­h´ Ä ®¢²j�Ñ¿Å®{���'�J­ Ä ® · »¼�C�R�	[ ¬ �s»Å®g�\®¢º ¬ º\®R¿Ð¸U¾��J­±­h� ¬ µo�g�C²C»¼�'�E���Ñ®¢ºC�\®¢�h� · µo�'­�®R�hºC­�®

TR = 1
2πξ

Êo«�¬ ��� ¬ »¼´J�C»r�\¾+®/¹sºC�g¸ · »¼���E�h­�® ¬ ºC���J¯ ¬ �'­±�R®g²C�g­ · »¼�C�R�	[ ¬ �s»Å®g�C���J¯ ¬ ��­P�g®ºC� �R®g¾ Ä � ¬ »À� µ\®g­P� Ä ¾'ºC¿Å® ¬ ¸�ºj�=�g¯ ¬ �'­±�R®g²C�J­{ºj�C»ÀÇb�J­ · � · �'�E���O®R¾���¿À��­h®g²C�Z�J¯ ¬ ��­P�g®ZºC��R®g¾ Ä �¢¿À¿¼�'�C��²C�Ã¾'º\®g�E��� ¬ ²C�(���C�'­h´ Ä ® · »¼�C�R�	[ ¬ �s»Å®g�C� ¬ ¹sºC� ¬ »¼´gºC����ºC�\®¢²j» ¬ �h­h»À¯CºC¾�»ÀÁJ�� Ì ­ · »¼¾�® Ê(b�¬ �h�¢� ¬ ��¿�²C�'�C� · »¼�\®g²j� �Ù�+�F���]�²±��\��k � Ê
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« �`� ¬ ����¾+®gµ Ä ��ºC¿À�ZµC­h� ¬ �'�s��® · � ¬ ºj�`¾ Ï ¿¼¾'ºC¿¼�³®g¿ ���'­h�\®R�h»À�g��­±�+®g¿À»¼½�®g²C�Zµm�J­ � º ¬±¬ ��s»¼�C²OÆ���´J¿Àº · � õ Õ � ²C��¿Å®Ã�'�s�h­h�Jµ Ä ®Ã²C���'�E��­h�'¿Å®g½�® · »¼���E�h�Ã²C��ºC��¾�® · µo�Ñ� ¬ ¾�®g¿Å®g­ · ®	�¬ » �J�����³µC­±� ¬ ���C¾'»Å®�²C�{ºC�³®g´gºn°±��­±���C��´J­±��²C� · ® ¬ ®�»À���\�C» �F®j¸È®Oµ\®g­P��»À­�²C�'¿z¾�Á · µCºj�h�²C� · �È²C� ¬ ²C�{ºC�C®������g­ Ä ®¢²C�{¾+® · µm� ¬ � Ì ­ · »¼¾�®¢���³� ¬ µ\®g¾'»¼��²C��¶&»¼�j²C¿¼�'­ ÊÈ« ¿o¾ Ï ¿À¾�ºC¿À�¬ ��¯\® ¬ ®¢���r�'¿o�C�R�F®g¯C¿À�&­h� ¬ ºC¿À��®g²C�O²j��¹sºC�Ñ¿¼® · ®R�h­h»¼½&²C�'� ¬ »À²\®g²r²j��¿4�g®R¾ Ä � · »¼�C�R�	[ ¬ ��s»Å®g�C�j¸#ºj�\®��g��½r­±� ¬ �h­h»À�C´J»¼²C®�®�¿Å®�]]½��g�\®�²C�v¶(»À�C²C¿À��­ _ ¸z¾��g­h­h� ¬ µm�J�C²C�r®�ºC� � ¬ ��®g²C�� Ì ­ · »¼¾��v²C�O��� · µm��­h®R��ºC­h®
T = 1

2π

¸o¿¼�r¹sºC�/� ¬ ºj�\® · ®R�C»ÀÇb� ¬ �F®R¾�»¼Ág� µ\®g­P��»¼¾'ºC¿Å®R­�²C�'¿�'Çb�'¾'���Ü�(�C­hºj� � ²C��¿t¾�º\®R¿��\®g¯j¿Å® · � ¬ ���d��¿t¾+®gµ Ä ��ºj¿¼��µj­h��¾'��²C�'�E���GµT�g��­O��® · ¯C» Ì � �'¿®gµ Ì �C²C»À¾��³�   Ê ÂÃ� Ì�¬ �h��¾ Ï ¿¼¾'ºC¿¼� ¬ ºC­h´J�'�X�sº · ��­±� ¬ ® ¬�¬ » · »¼¿¼» ��ºC²j� ¬ ¾'�J�2��¿(®g�E���'­h»¼�g­¾ Ï ¿À¾�ºC¿À��²C� � ­h�'²C�C»À¾F�U»�¸\¾�� · ���J�'­h� · � ¬'Ê
¶&�¿�i� � ú�4�¤��54�© £Q�¦054�v�¤t¥�¨�©

� ºCµm�J�C´E® · � ¬ ¹sºC�³�����j� · � ¬ ºj� ¬ » ¬ �h� · ®=²j� ¬ ¾'­h» ���=µo�J­/ºC� V ® · »À¿À���g�C»Å®g�j�
H������¹sºC»¼¿À»¼¯C­±»¼��� Ì ­ · »À¾���®/�h� · µo�'­�®R�hºC­�®

β = 1/T
Ê4« ¿�� ¬ �F®g²C��� Ì ­ · »¼¾��/²C�'¿ ¬ » ¬ ��� · ®�U»¼���j�,²C®g²C�/µo�g­(¿¼® · ®n��­h»À½Ñ²C�'� ¬ »À²\®g²

ρ =
e−βH

Z
, � Õ Ê õ� 

²C�J�C²j�
Z
� ¬ ¿¼®�ÇbºC�C¾�»ÀÁJ�³²C�,µ\®g­±�h»¼¾'»¼ÁJ�z¸U²C�8�\�C»¼²C®�µm�J­

Z = tr(e−βH) = e−βF , � Õ Ê ~� 
~�$
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¬ »À���C²j�

F
¿Å®/���C�'­h´ Ä ®�¿À»¼¯C­±��²C� V ��¿ · �C�J¿ ��½ Ê\«�¬ Ç Ï ¾'»¼¿��J�'­Ã¹sºC��¿¼®��'�E��­h�gµ Ä ®�²C�¿�\�j»¼²\®µm�J­

S = −tr(ρ ln(ρ))
�"¬ �¢�J¯È��»¼�'�C��®�µ\®g­P��»¼­�²j�,¿¼®O��ÉÈµC­±� ¬ »ÀÁJ�

S = β2∂F

∂β
, � Õ Ê �� 

­h��®g¿¼»À½+®g�j²C�=�R®g­±»Å®g¾'»¼�J�j� ¬ ­h� ¬ µo�'¾'�h�q®g¿�µC®g­ Ïg· �'�h­h�
β
Ê�Î ®ð�'¾�º\®g¾'»¼ÁJ� � Õ Ê ~�  µ\®g­�®`¿Å®ÇbºC�C¾'»¼ÁJ�H²C� µ\®g­P��»À¾�»¼Ág� ¬ �*®RµC¿¼»À¾+®ð® ¿À� ¬ ¾�® ¬ � ¬ ²C� ���'�J­ Ä ® ¬ ¾'º Ï �E��»À¾+® ¬ ²C� ¾+® · µm� ¬µC­±�Jµ\®g´ Ï �C²C� ¬ ���'�`ºj�\®³�R®g­±»¼�'²\®g²*� ¬ µ\®g¾�»À��� �h� · µo�g­�®g¿T� ¬ ��®g¾�»À�J�\®g­±»Å® Ê�« �=� ¬ ����¾+® ¬ �C¸��¿È¾��J�j¾���µÈ���,²C�¢]]�'¹Uºj»¼¿¼»À¯C­h»À�(� Ì ­ · »À¾�� _ �h»¼���j� ¬ �'�s�h»¼²C�j¸gÆ ¬ ��µCºC��²j�(� ¬ ¾'�J´J��­�ºj�/�g��¾����J­²C��£{»¼¿À¿¼»¼�j´,�h� · µo�J­h®g¿�ÆZ¾�®g¿¼¾'ºC¿Å®R­"¿Å®�ÇbºC�j¾�»¼Ág��²j�,µC®g­±�h»¼¾�»ÀÁJ� ÊZ ®g­h®�¾�®g¿¼¾'ºC¿Å®g­�¿¼®OÇbºC�C¾�»ÀÁJ��²C�¢µC®g­±�h»¼¾�»ÀÁJ�³²C��ºC��� ¬ ��®g²C��� Ì ­ · »À¾��/¾�� · ����¿�²C�,¿Å®��¾'º\®g¾'»¼ÁJ� � Õ Ê õ	  ²\®R²\® ºC�\®��h���J­ Ä ®�²C�r¾+® · µm� ¬ ¸:µo�U²C� · � ¬ �\®g¿À¿Å®g­,¿¼� ¬�· �È²C� ¬ �C�g­¾�· ®g¿¼� ¬ ²C�/�È»À¯C­�®R¾�»¼Ág� ²C��¿ ¬ » ¬ �h� · ®j¸z¿¼� ¬ ¾�º\®g¿À� ¬ ²C»¼®g´J�J�\®R¿¼»¼½�®g� �'¿ V ® · »¼¿ ���J�C»¼®g�C�

H
Ê� ¬ º · ® · � ¬ ¹sºC�O���'�C� · � ¬ ºC�*¾+® · µm�r� ¬ ¾+®g¿¼®g­

φ
²C� · ® ¬ ®

m
¹sºC� ¬ ��µC­h�JµC®g´E®r�����¿o� ¬ µ\®g¾�»À�O²C��¶&»¼�C²j¿¼��­ � ¿À¿Å® ·�Ì�· � ¬ ¿¼� R   ÊCÎ ®O®g¾'¾�»¼Ág�r¹sºC�{²C� ¬ ¾�­±»¼¯m�Ñ¿Å®�µj­h�Jµ\®R´E®g¾�»ÀÁJ�²C�'¿�¾+® · µo��� ¬

S[φ] = −1

2

∫

R
εg
(
(∇φ)2 +m2φ2

)
, � Õ Ê Õ  

²C�J�j²C�Z¿Å® ·�Ì �h­h»À¾+®
g
� ¬ ¿¼®�²C�'¿"� ¬ µ\®g¾�»À� ²C�³¶&»¼�C²C¿À��­ � �g��­�¾+®Rµ Ä �hºC¿¼� ��  Æ εg � ¬ ��¿��¿À� · ���E���¢²C�Ã�g�J¿¼º · ���v¾��J­±­h� ¬ µo�g�C²C»¼�'�E���{®

g
ÊÈÎ ®���¾'º\®g¾'»¼ÁJ�r²j��¿ · �V�U» · »¼�'�E�����È»À���C�²C»À¾'�F®R²\®Oµo�g­(¿¼®O��¾'º\®g¾�»ÀÁJ�³²C�i£�¿À��»À��� n �J­h²j�J�v�'��¾'�È�J­±²C���C®g²\® ¬ ²C�,¶&»¼�C²C¿À��­

(∇2 −m2)φ =

(
− 1

ξ2

∂2

∂τ 2
+

∂2

∂ξ2
+

1

ξ

∂

∂τ
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
−m2

)
φ = 0 . � Õ Ê �� 

Z ®R­�® ¬ �J¿ÀºC¾�»À�J�\®g­�� ¬ ��®��'¾�º\®R¾�»¼Ág�z¸ ¬ ��µCºC�'²C�,��ÉÈµ\®g�C²j»¼­&��¿�¾�® · µm�
φ
²C��¿Å®�Çb�J­ · ®

φ(x) = U(ξ)e−iωτei
~k·~x , � Õ Ê 
� 

²C�J�j²C�
x
­±��µC­±� ¬ ���E�F®�®g¿g¾'�J�n°±ºC�E���&²C��¾'�È�g­h²C�'�\®g²\® ¬ �'�¢� ¬ µ\®R¾�»¼��²j�^¶(»À�C²C¿¼�'­

(ξ, τ, y, z)
¸Æ

~x ≡ (y, z)
Ê�Í �E�h­h�U²CºC¾�» · � ¬ ºC� ­h��´gºC¿Å®R²C�J­r»À�jÇb­�®g­±­h�n°±�

L
��� ¿Å® ¬ ¾��U�J­h²j���\®g²C® ¬��­h®g� ¬ �J��­ ¬ ®g¿À� ¬ ²C�ZÇb�J­ · ® ¹sºC�

y
¸
z ∈ [−L/2, L/2]

Êc� »�» · µm�J�C� · � ¬ ¾��J�j²C»¼¾'»¼�J�C� ¬²C�Z¾'�J�E���J­±�C�`µm��­±»¼ÁU²C»¼¾�® ¬ �'�2� ¬ ��® ¬ ²C»¼­±��¾�¾'»¼�J�j� ¬/¬ �³�J¯j�h»¼�'�C� ~k = 2π
L

(n2, n3)
¸T¾��J�

(n2, n3) ∈ Z2 Ê Â��¿�\�C»À���C²j� µ ≡√~k2 +m2
¸s¿Å®{��¾'º\®g¾�»ÀÁJ�vµC®g­�®,¿Å®ÑÇbºC�C¾'»¼ÁJ�

U(ξ)
¬ �
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µCºC�'²C�¢� ¬ ¾'­h»¼¯j»¼­�¾�� · �

(
d

dξ
(ξ
d

dξ
)− (iω)2

ξ

)
U(ξ) = µ2ξU(ξ) , � Õ Ê �� 

¹sºC�{� ¬ ¿¼®¢�'¾�º\®g¾'»¼ÁJ� · �U²C»Ö�\¾�®g²\®,²C�9­�� ¬h¬ �'¿z²C�Ñ�g­h²C�'�
iω
¸j¿¼® ¬ �J¿¼ºC¾'»¼ÁJ� ·vÏg¬ ´J���j��­�®R¿²C��¿Å®�¾�ºC®g¿��U»¼�'�C��²\®g²\®/µo�g­

U = AIiω(µξ) +BKiω(µξ) . � Õ Ê ö  Î ®/ÇbºC�j¾�»¼Ág�
Iiw(x)

²C» �J��­±´J�,¾�º\®g�j²C�
x→∞ ¸\µm�J­&¿¼�/¹sºC� ¬ ��­h�'¹Uºj»¼��­±�¢¹sºC� A = 0

Ê« �H� ¬ ����µCºC�E���`» · µo�J�j� · � ¬ ºC�H­±��´Jºj¿Å®g²C�g­�ºj¿À��­h®+�È»À�J¿¼���F® ®=¿Å® ���'�J­ Ä ®j¸���ÉÈ»¼´g»¼���j²C�¹sºC�Z¿Å®³ÇbºC�C¾�»ÀÁJ�
U
¬ ��® �Uºj¿Å®�µC®g­�®

ξ = ε
¸A¾��g�

ε
¾��'­h¾�®g�C�*®�¾'��­h� Ê � Ïg¬ ®g²C��¿¼®g�E����J�'­h� · � ¬ ¹sºC��� ¬ �h�d� ¬ �j��¾�� ¬ ®g­±»¼�C¸tµCºC� ¬ ���d¹sºC��¿Å®`²j��� ¬ »¼²\®g² ²j��� ¬ �F®g²j� ¬ ²C»À�g��­±´J���� �'¿A¿ Ä¼· »À���

ε → 0
¸4¹sºC���U» ¬ ���v��� ¾'�È�J­±²C���C®g²\® ¬ ��»¼�C�R��[ ¬ �s»Å®g�C® ¬ ¾��g­h­h� ¬ µm�J�C²C�O®g¿¿ ÄÀ· » ���(²C�,®g¾��'­h¾+®R­ ¬ �,®g¿��j�J­h»À½��J�E���{²j� ¬ ºC¾'� ¬ � ¬ ¹sºC��²C��¿À» · »À��®g�v¿¼® ¬ ¾��U�J­h²j���\®g²C® ¬ ²C�¶(»À�C²C¿À��­�¸UÆr²C� ¬ ²C�,��¿�µCºC�E���/²C�{�U» ¬ �F®O²C��ºC��®g´Jº
°±��­h���j��´J­±��¾'�J­h­±� ¬ µo�J�j²C�,®g¿z¿ ÄÀ· » ���²C��µC­h�+ÉÈ» · »¼²C®g²³®g¿z�C�g­h»¼½'�J�E��� � �g��­&¾+®Rµ Ä �hºC¿¼� ��  Ê � ¬±Ä µCºC� ¬ ¸4» · µo�g�C� · � ¬ ¹sºC�

Kiω(µε) = 0 . � Õ Ê $� Î ®��'¾�º\®R¾�»¼Ág�v®g�E�h��­h»À�J­T� ¬ ºj�\®,¾'�J�C²C»À¾�»ÀÁJ��²C�&¾�º\®R�s�h»¼½�®g¾�»ÀÁJ�/µ\®g­�®{¿¼® ¬ Çb­h�'¾�ºC�'�C¾�»¼® ¬ ²C�¶(»À�C²C¿À��­
ω
ÊYZ �È²C� · � ¬ �g¯j���'�C��­(ºC�\® ¬ �J¿ÀºC¾�»ÀÁJ��®gµC­±�VÉÈ» · ®g²C®�®�� ¬ �F®���¾'º\®g¾�»ÀÁJ��¾�� · �¬ »À´JºC��\R²C�¿�C�C» · � ¬

x = ln(µξ)
Æ
E = 1

2
ω2
¸n²C����®g¿ · ®g�C�'­�®(¹Uºj��¿Å®��'¾�º\®R¾�»¼Ág� � Õ Ê ��  ¬ �µCºC�'²C�¢� ¬ ¾'­h»¼¯j»¼­�¾�� · ��ºC�C®��'¾�º\®g¾'»¼ÁJ��²C� � ¾F�C­�½È²j»¼�C´J�'­�»¼�C²j��µm���C²C»À���E����²C�'¿z��»À� · µo�

(
1

2

d2

dx2
+

1

2
e2x

)
U(x) = EU � Õ Ê õV÷� 

µ\®g­h®�ºj�\®,µC®g­±� Ä ¾�ºj¿Å®Ñ²C� · ® ¬ ®{ºC�C»À²\®g²z¸ · �V�U» Ì �C²C� ¬ �����vºj��µm�g�h���C¾'»Å®g¿
V (x) = 1

2
e2x¬ »

x > ln(µε)
Æ
V (x) =∞ ¬ » x ≤ ln(µε)

Ê4Î � ¬ ®gºj���V�R®g¿À�J­h� ¬
E
²C��� ¬ �F®���¾'º\®g¾�»ÀÁJ�¬ �¢µCºC��²j��� ®gµj­h�+ÉÈ» · ®g­ · �'²C»Å®R�s�h�¢�'¿ ·�Ì ���U²C�¿¾ £�­ Êm«�¬ Ç Ï ¾�»À¿��J¯j���'�C��­�¿¼� ¬ µCºj�s�h� ¬²C�³­h�����J­±�C�*¾�¿ ÏR¬ »¼¾'� ¬ ²C�Z� ¬ ����µm�g���'�C¾�»¼®g¿Ð¸#¹sºC���U»À���C�'�2²C®g²C� ¬ µm�J­
x0 = ln(µε)

Æ
x1 = ln(ω)

Ê�Î ®�¾'�J�C²C»À¾�»¼Ág�=²j��¾'º\®g�E��»À½+®g¾'»¼ÁJ�*²C�'¿ ·�Ì ���U²C��¾ £3­��U»¼�'�C�/���E���J�j¾�� ¬²\®g²\®/µm�J­
nπ =

∫ ln(ω)

ln(µε)

dx
√

2(E − V (x)) . � Õ Ê õJõ	 
Î ®/»À�E����´g­�®g¿�®R�s�h��­±»¼�J­ ¬ �,µjºC��²C�,¾+®R¿¼¾�ºj¿Å®g­"�?ÉÈµC¿ Ä ¾�»À��® · ���E���ÃÆ ¬ �,�J¯j��»À���C�{¹sºC�

n =
ω

2π

(
ln

(
1 +

√
1− (µε/ω)2

1−
√

1− (µε/ω)2

)
− 2
√

1− (µε/ω)2

)
, � Õ Ê õ
~� 
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¿Å®�¾'º\®g¿�� ¬ ºC�\®/��¾�ºC®g¾�»ÀÁJ��» · µC¿ Ä ¾'»À�F®¢µ\®g­�®/¿Å® ¬ Çb­±��¾'ºC���C¾'»Å® ¬

ω
�'��ÇbºC�j¾�»¼Ág��²C�

n
Ê ÂÃ�¿Å®���ÉÈµC­±� ¬ »¼ÁJ�Z®R�s�h��­±»¼�J­'¸ ¬ » · µC¿À� · ���E���&» · µm�J�C»¼�'�C²C��¹sºC�Ã¿¼®,­h® Ä ½&¾'º\®g²C­h®g²\® ¬ �+®¢­±�+®g¿�¸�J¯j�h���C� · � ¬ ¿Å®(¾��J�j²C»¼¾'»¼ÁJ�

ω ≥ µε
Ê ÂÃ�"®g� Ä �g� · � ¬ ¹sºC� ¬ »

ε→ 0
���'�C� · � ¬T· �È²j� ¬ ²j��U»¼¯C­h®g¾�»ÀÁJ�v²j�ÃÇb­h�'¾�ºC�'�C¾�»¼®�®g­h¯C» ��­h®g­h»¼® · �'�E���(¯\®
°h®j¸Uµo�g­�¿¼��¹Uºj�Ñµo�U²C­ Ä ® · � ¬ �����j��­"ºC���W · ��­h�r®g­h¯C» ��­h®g­h»¼® · �'�E����´J­�®R�C²C�O²C��¾�º\®g�E��® ¬ ²C�O�'�C��­±´ Ä ®�²C���F®R¿:Çb­h�'¾�ºC�'�C¾�»¼®vºC�\®�J�'½�¾'º\®g�E��»À½+®g²\®*¿Å® ���'�J­ Ä ®j¸T¾'�J�C¿¼¿À�'�R®g�C²j�=µjºC� ¬ µo� ¬ »¼¯C¿À� ¬ ²C» �J��­±´J���j¾�»Å® ¬�Ê|«�¬ »À´Jº\®g¿��· ���E��� ¬ ���C¾'»¼¿À¿¼�¢�g��­�¹sºC� ¬ »

ε→ 0
�'�s�h�J�C¾'� ¬

n→∞ �'�³¿Å®¢�'¾�º\®R¾�»¼Ág� � Õ Ê õ
~�  Ê ÂÑ®R²C�¹sºC��¿Å® ¬ Çb­±��¾'ºC���C¾'»Å® ¬
ω
²C��µm���C²j����²j�¢¿À� ¬ ��W · �'­h� ¬ ¾'º Ï �E��»À¾�� ¬

n
Æ ~k ¸\²j�¢®R�C�J­�®��'�®g²C�'¿Å®g�E�h�{¿Å® ¬ � ¬ ¾�­±»¼¯C»À­h� · � ¬ ¾'� · �

ωn(~k)
Ê«�¬(¬ ���C¾'»¼¿À¿¼�O�J�'­�¹sºC���'¿ V ® · »¼¿ ���J�C»¼®g�C�¢²C��¿ ¬ » ¬ �h� · ®�������¿�� ¬ µ\®g¾'»¼�/²C�,¶(»À�C²C¿À��­

HR =

∫

R
ξ d2x dξ (TM)00 , � Õ Ê õV�� 

²C�J�j²C�
(TM)00

� ¬ ¿Å®¢¾�� · µo�g�C���E���Ã¾��J­±­h� ¬ µo�g�C²C»¼�'�E���{®O¿¼®¢²C�'� ¬ »À²\®g²³²C�Ñ�'�C��­±´ Ä ®�²j��¿���'� ¬ �g­,�'�C��­±´ Ä ®	� · � · �'�E���C¸oºC�\®r�J�'½v� ¬ ¾�­±»À���³�'�`� Ì ­ · »¼�C�Z²j��¿¼® ¬{¬ �g¿¼ºC¾'»¼�J�C� ¬ ²C��¿Å®��¾'º\®g¾'»¼ÁJ��²C� · �V�È» · »À���E���j¸'²C� ¬ ¾'� · µm�J�C�^�'�,ºj�\® ¬ º · ®"²C»¼­±��¾'��®�²C� · �U²C� ¬ �j�J­ · ®g¿¼� ¬²C�O�U»¼¯j­�®g¾'»¼ÁJ� »À�C²C�'µo�'�C²C»¼�'�E��� ¬ ²C���'�C��­±´ Ä ®
ωn(~k)

Ê�Î ®vÇbºC�j¾�»¼Ág� ²C��µ\®g­P��»¼¾'»¼ÁJ��µ\®g­�®ºC� · �U²C�O�U»¼�'�C��²\®g²\®�µm�J­
Z(β;n,~k) =

∞∑

m=0

e−mβωn(~k) =
1

(1− e−βωn(~k))
. � Õ Ê õ Õ  

ÂÑ®g²j�Z¹Uºj�O¿¼� ¬�· �U²C� ¬�¬ �J� »À�C²C�'µo�'�C²C»¼�'�E��� ¬ ¸z¿Å®�ÇbºC�C¾�»ÀÁJ� ²C��µ\®g­±�h»¼¾'»¼ÁJ�����g��®g¿#�U»À���C�²C� ¬ ¾�­±»À��®/µm�J­
Z(β) =

∏

n,~k

Z(β;n,~k) = e−βF (β) , � Õ Ê õ	�� 
µm�J­�¿¼��¹sºC�,¿Å®O�'�C��­±´ Ä ®�¿¼»À¯C­h�Ã²C� V ��¿ · �j�J¿À�h½Ñ� ¬

F (β) = − 1

β

∑

n,~k

ln(Z(β;n,~k)) . � Õ Ê õ�
� 
�Ãµj­h�+ÉÈ» · ®g�C²C�¢¿Å® ¬|¬ º · ® ¬ µo�J­|»¼�E�h��´J­h®g¿¼� ¬ ¸s¿Å®,��¾�ºC®g¾�»ÀÁJ�Z®g�E���'­h»À�J­ ¬ �ÃµCºj��²C�Ñ� ¬ ¾'­h»¼¯j»¼­¾�� · �

F (β) =
L2

β

∫

R2

d2k

(2π)2

∫ ∞

µε

dω
dn

dω
ln(1− e−βω) . � Õ Ê õ	�� 

� »�²C» Çb��­h�'�C¾�»¼® · � ¬ ¿Å®/��ÉÈµC­h� ¬ »ÀÁJ� ²\®g²C®�����¿Å®/��¾'º\®g¾�»ÀÁJ� � Õ Ê õV~�  ¸\�J¯È�����j� · � ¬ ¿¼®�²j�����¬ »À²\®g²³²C��� ¬ �F®g²j� ¬
dn

dw
=

1

2π
ln

(
1 +

√
1− (µε/ω)2

1−
√

1− (µε/ω)2

)
, � Õ Ê õ ö  
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ÆZ¾+® · ¯C»Å®R�C²C��¿¼� ¬ ÁJ­h²C�'�C� ¬ ²C��»¼�E�h��´J­h®g¾�»ÀÁJ� ¬ �,�J¯j�h»¼���j�{¹Uºj�

F (β) =
A

(2π)2β

∫ ∞

εm

dw ln(1− e−βω)×
∫ √(w/ε)2−m2

0

dk k ln

(
1 +

√
1− (ε/w)2(k2 +m2)

1−
√

1− (ε/w)2(k2 +m2)

)
,

� Õ Ê õ�$� 
²C�J�C²j�

L2 = A
� ¬ ��¿ Ï ­h��®�²C�'¿:�C�g­h»¼½'�J�E��� Ê�Î ®�»À�E����´g­�®g¿����

k
¬ �¢µCºC�'²C�O­h��®g¿¼»À½+®g­'¸CÆ²\®/¾�� · ��­h� ¬ ºC¿ �F®g²C�

F (β) =
A

(2π)2β

∫ ∞

εm

dw ln(1− e−βω)×
((w

ε

)2
√

1−
(εm
ω

)2

+
m2

2
ln

(
1−

√
1− (εm/ω)2

1 +
√

1− (εm/ω)2

))
.

� Õ Ê ~g÷� 
Î ®/�?ÉÈµC­h� ¬ »¼Ág��®g�E�h��­h»À�J­ ¬ ��µCºj��²C����ÉÈµ\®R�C²C»¼­&�'��µm�g���'�C¾�»¼® ¬ ²C�

m2
¸\²C� · ®g�C�'­�®�¹sºC���¿�µC­±» · ��­�� Ì ­ · »À�C��²C��¿Å®���ÉÈµ\®R� ¬ »ÀÁJ� � · ® ¬ ®O�sºC¿Å®   � ¬

F (β) =
A

(2πε)2β

∫ ∞

0

dω ω2ln(1− e−βω) , � Õ Ê ~Èõ� 
¾�ºjÆJ®�»À�s�h��´J­h®g¿z¾'�J�C²CºC¾'�,®�¿¼®O��ÉÈµC­h� ¬ »ÀÁJ�

F (β) = − π2A

180ε2β4
. � Õ Ê ~J~� 

Î ¿À��´E®R²C� ¬ ®ð� ¬ �h� µCºC�E���q�\®g¾'� · � ¬ º ¬ �d²C� ºC� ­±� ¬ ºC¿À��®g²C�d¹sºC� ²C� · � ¬ ��­h® · � ¬��� �'¿{®gµ Ì �C²C»À¾�� �i\t¿¼® · ®R��­±»¼½�²C��� ¬ »¼²\®R² ¹Uºj� ²C� ¬ ¾�­h»À¯o����¿Ã�R®g¾ Ä �ð�'� � ¬ µC®g¾�»À� ²C���»¼�j�g��[ ¬ �s»Ð¸nºC�\®&�J�'½���­h®g¾���®g²\®�¿¼®(­±��´J»ÀÁJ�,²C���E��­±�Ã²C�'¿È�j�J­h»À½��J�E���|²C�t¶(»À�C²C¿À��­ � ­±��´J»ÀÁJ�
x < 0

¸ ¬ »¼�'�C²C�
x
¿¼®/¾'�È�g­h²C�'�\®g²\®/¾+®g­P��� ¬ »Å®R�\®�º ¬ º\®R¿   ¸\� ¬ �?Éj®g¾'��® · �'�E���,ºC�\® · ®R�h­h»À½²C��� ¬ »¼²C®g² � Ì ­ · »¼¾+®È¸o¾'�J� V ® · »¼¿ ���J�j»Å®g�C�/²C�/¶&»¼�j²C¿¼�'­

HR

¸mÆ��h� · µo�'­�®R�hºC­�®
T = 1

2π� � ¬ ����­h� ¬ ºC¿ �F®g²C�³�F®R�ð­h� · ®R­h¾+®R¯C¿¼���C��� ¬¢·vÏg¬ ¹sºC��ºC�\® · ®g�j»ÀÇb� ¬ �F®g¾'»¼ÁJ�*²C�'¿^�'Çb��¾�������C­±ºC�z¸4�J�'­�¾�®gµ Ä �hºC¿¼� ��  Ê�� »�¾+®g¿À¾�ºC¿¼® · � ¬ µCºC� ¬ ¿Å®/���E��­±�Jµ Ä ®�® ¬ �È¾'»Å®g²C®�®�¿Å®/���C�'­h´ Ä ®¿¼»À¯C­h�r²j� V ��¿ · �C�g¿À��½�²\®g²\® µm�J­�¿Å® �'¾�º\®R¾�»¼Ág� � Õ Ê ~J~�  ® ¿Å®��h� · µo�'­�®R�hºC­�® β = 2π
¸
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�J¯j�h���C� · � ¬ ¿Å®�¿¼��ÆK`

S =
A

360πε2
. � Õ Ê ~g�� « ¿z­h� ¬ ºC¿ �F®g²C��²j�{¿Å®��'¾�º\®g¾'»¼ÁJ�³®R�s�h��­±»¼�J­"´gº\®g­h²C® · ºC¾F�\® ¬ » · »¼¿¼» ��ºC²�¾��g�Z��¿z­±� ¬ ºj¿r��F®R²C�O²C� � ­h��²j�C»¼¾F�s» � ��¾'º\®g¾�»ÀÁJ� � ~ Ê ~Èõ� ¹  ¸sÆ�­h��µj­h�U²CºC¾��Ã¿Å®¢¿À�'Æ�²C�Ñ� ¬ ¾+®R¿Å® · »¼�'�s�h��²C�Ã¿Å®���E�h­h�Jµ Ä ®�¾'�J����¿ Ï ­h��®Ã²C�'¿È�C�g­h»¼½'�J�E���t²C��Çb�J­ · ®&¾�¿¼®g­�® Ê �^� · � ¬ ®g¹sº Ä ¹sºC��¿Å®(®gµ\®g­±»¼¾�»ÀÁJ�²C�'¿ Ï ­h��®�� ¬ � Ï ¿¼»¼´J®g²\®�®�ºC�C®/»À�E����´g­�®g¾'»¼ÁJ�r­±� ¬ µo�'¾'����®�¿¼� ¬�· �U²C� ¬ �h­�®g� ¬ �J�'­ ¬ ®g¿¼� ¬ ²j��¿¾+® · µm� Ê ���O�J¯ ¬ �F®R�s�h�g¸C¹sºC�'­h� · � ¬ ²j� ¬ ��®g¾+®R­"¹sºC�{¿Å®¢®gµC­h�+ÉÈ» · ®g¾'»¼ÁJ�v®g¿�µC­±�J¯C¿À� · ®¢���� ¬ ���,¾ Ï ¿À¾�ºC¿À�/� ¬(· ºjÆ³²C» Çb��­h�'�E���¢®g¿�¾ Ï ¿À¾�ºC¿À�/²C� � ­h��²j�C»¼¾F�s»Ð¸ ¬ »�¯C»¼�'���'� ® · ¯m� ¬ ¾+® ¬ � ¬¿¼�{¹sºC� ¬ ��®R¾+®g¯\®{¾�®g¿¼¾'ºC¿Å®g�j²C�{� ¬ ºC�\®{�'�s�h­h�Jµ Ä ®{²C�����E�h­h��¿¼®g½+® · »À���E��� Êg« ��¿¼®Ñ­h��¿¼®g¾�»ÀÁJ�²\®g²C®�µm�J­�¿¼®Ñ��¾�ºC®g¾�»ÀÁJ� � Õ Ê ~g��  �J¯ ¬ ��­P�g® · � ¬ ¹sºC�&²C�&�sºC���J��¿¼®{���E��­±�Jµ Ä ®{� ¬ d�f ÿg��� jU���+À�_� ¸J²C��¯j»¼²C�,®g¿C¾'�J­±�h�&ºC¿À�h­�®+�U»¼�J¿À�'�F®

ε
Ê�b�¬ ��®,²C» �J�'­h´J�'�C¾�»¼®j¸J¹sºC� ¬ »À� · µC­h�&®gµC®g­h�'¾���¾�� · ���¿�»À�E�J��­ ¬ ��²C��¿�¾'�J­±�h����¿¼���R®g²C��®g¿z��W · ��­±��²C��²C» · �'� ¬ »À�J�C� ¬ ��­�®R� ¬ �g��­ ¬ ®g¿¼� ¬ � ��W · �'­h�²C��²C» · ��� ¬ »¼�J�j� ¬ ²j��¿m�C�J­h»À½��J�E�h�   ¸s��»À���C� ¬ ºZ�J­±»¼´J�'�v�'�Z¹Uºj�Ñ��ÉÈ» ¬ ���'�Z»¼���\�j»À��� ¬|· �U²C� ¬�C�J­ · ®R¿¼� ¬ ²C�'¿C¾+® · µm�Ã¾�ºC®g�C²C�{�C� ¬ ®g¾��'­h¾�® · � ¬ ®g¿j�j�J­h»À½��J�E���t²C� ¬ ºC¾�� ¬ � ¬'Ê ���J�E��­�® ¬ �F®� ¬ ����­h� ¬ ºC¿À��®g²C�,²C»À�g��­±´J���E���Ã¾��J��¿Å®����E��­±�Jµ Ä ®�²C�'¿�®g´gºn°±��­±�¢�C�'´J­h�¢¾+®g¿À¾�ºC¿¼®g²\®,®¢µ\®R­±��»À­²C� · ��­±� ¬ ®g­±´Jº · ���E��� ¬ �h��­ · �U²C»¼� Ïg· »À¾�� ¬ ¸s¿Å®O¾�ºC®g¿z� ¬ µm��­PÇb��¾��F® · ���E�����\�j»À�F® � ��¾'º\®s�¾�»ÀÁJ� � õ Ê Õ  ¹  Ê4Î ®�Çb�J­ · ®/����¹Uºj��²C� ¬ ®gµ\®R­h��¾'�O� ¬ �F®�²C»À�g��­h´g���C¾'»Å®��?ÉÈµC¿ Ä ¾�»À��®�¹Uºj��²\®�¿Å®���'�J­ Ä ®�²C�v¾+® · µo� ¬ µ\®g­h®�¿Å®����E��­±�Jµ Ä ®�²C�r�'�s�h­h�'¿Å®g½�® · »À���E����²C�rºC�q®R´Jºn°±��­±� �C�'´J­h�� ¬ ¸\�C�VÆ³µo�g­��C�VÆJ¸\ºC��µC­h�g¯C¿¼� · ®�®g¯j»¼��­P��� ÊY� º ¬h¬ �s»¼�C²�Æ&��´J¿Àº · � õ Õ � ®��\­ · ®g�³¹sºC�,¿Å®µC­±� ¬ �'�C¾�»¼®�²C��¿Å®³²C»À�g��­h´g���C¾'»Å®�� ¬ � Ï�Ä �E��» · ® · �'�s�h��­h�'¿Å®g¾'»¼�J�\®R²\®�¾'�J� ¿¼®�­±���C�J­ · ®R¿¼»r�½+®R¾�»¼Ág�Z²C��¿Å®�¾'�J� ¬ ��®g�E����²C�����8[����J��´J­h®V�U» �F®R�h�J­h»¼®

G
¸\®g¯ ¬ �J­h¯j» Ì �j²C� ¬ �{¿À� ¬ »¼���\�C»À�h� ¬���=¿Å®³­h�'�C�J­ · ®g¿À»¼½�®g¾�»ÀÁJ� ²C� Ì�¬ �F® Ê�� ºC�'²C��¾'¿Å®g­±�C¸�µCºC� ¬ ¸�¹sºC��µo� ¬ ��®�¹sºC����¿�� ¬ ¾+®g¿¼®s�· »¼���E�h�ZµC­h�'²C»¼¾F�C��� ¬ ��¿^¾'�J­h­±��¾'�h�C¸�¿Å®r�h���J­ Ä ®r²C��¾+® · µm� ¬ µC­h�'²C»¼¾'��¹sºC�/¿¼®³�'�E��­h�gµ Ä ®²C�¢ºC� ®g´Jº
°±��­h�v�C��´J­±�r�\®v²j� ¬ �'­ fò���^�Yfò�Ð� ¸m¿À�v¹sºC� ¬ ®g¯m� · � ¬ ¹sºC�O�j�v� ¬ �È»¼®g¯C¿À�¢µm�J­®g­±´Jº · ���E��� ¬ �h��­ · �U²C»¼� ÏR· »À¾�� ¬'Ê ÂÃ��»À´Jº\®g¿ · �U²C�C¸C�'¿�¾��U�¿�\¾'»¼���E�h�¢¹sºC�¢®g¾�� · µ\®RÓ\®/®g¿Ï ­±�+®��'� ¿Å®/��¾'º\®g¾�»ÀÁJ� � Õ Ê ~R��  � ¬ ­h�'¿Å®R�h»À�g�C¸\²\®g²C�v¹Uºj�OºC� ¾�® · ¯C»À��²C��²C�¿�\�j»¼¾�»ÀÁJ��²j��¿¾��g­±����ºC¿ ��­h®V�U»À�J¿¼���F®

ε
»¼�C²jºC¾��{ºC��¾+® · ¯C»¼�/�'���'¿z�g®R¿¼�J­"²j�,²j»¼¾F�C�/¾��U�¿�C¾�»¼�'�E��� Ê
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È àÊÉ à HËr DÙß�K D à Ý à Ø Keß ÜH× ÜHá Û÷K × K

« � � ¬ �h�O¾+®gµ Ä ��ºj¿¼��µC­h� ¬ ���E��® · � ¬ ºC���h��­h¾'��­Ñ¾ Ï ¿¼¾'ºC¿¼�v®g¿À�h��­±�\®R��» �J��­h��®g¿¼»À½+®g²C��µm�J­£�®g¯\®R�¢� õ	�	� �'¿U¾'º\®g¿ ¬ �|ÇbºC�j²\® · ���E�F®&���¢® ¬ µm��¾���� ¬#·�Ïg¬ ´J��� ·�Ì �h­h»À¾�� ¬ ¹sºC�|¿¼� ¬ ¾ Ï ¿¼¾'ºC¿¼� ¬ÆE® · � ¬ ��­h®g²C� ¬ ¸�®g¿���»¼� · µm�Z¹sºC�r®Rµo�J­P�F®ZºC�\®���ÉÈµC­±� ¬ »ÀÁJ� ¬ ���C¾'»¼¿À¿Å®Zµ\®g­h®�¿¼® ¬ ¾��J­±­h��¾��¾�»À�J�C� ¬ ²C� · ® ¬ ®i�\�j»À�F®�®O¿Å®��'�s�h­h�Jµ Ä ®�²C�x�^�g�&����º · ®g�j�Z���Z��¿�¾+® ¬ ��²C�{ºC�Z¾+® · µm�� ¬ ¾+®g¿¼®g­t¿À»¼¯C­±� Ê �^�'­h� · � ¬ ¹sºC�Ã�'¿o­±� ¬ ºC¿À��®g²C�,� ¬�¬ » · »¼¿¼®g­T®g¿4²C�(¿¼� ¬ ¾ Ï ¿¼¾'ºC¿¼� ¬ ÆJ®¢µC­±� ¬ �'����F®g²j� ¬ ¸ ¬ »C¯C»¼�'�/¿Å® · �'���U²C�J¿À�J´ Ä ®�� ¬^· ºÈÆO²C» ¬ ��»À�E�F®j¸E®RºC�C¹sºC���F® · ¯C» Ì �OÇbºC�C²\® · ���E��®g²\®������¿�¾'�J�C¾��'µj����²C�,� ¬ µ\®g¾�»À�/²C�,¶(»À�C²C¿¼�'­ Ê

Ì¤�¿�i� � ú�4�¤��54�© £Q�¦054�v�¤t¥�¨�©
�Ã¿T»À´Jº\®g¿#¹sºC�����*¿Å® ¬Ñ¬ �'¾�¾�»À�J�C� ¬ ®g�E����­±»¼�J­±� ¬ ¸z¾��J� ¬ »¼²j��­�® · � ¬ ºC�*¾+® · µm�r� ¬ ¾+®g¿¼®g­

φ
²C� · ® ¬ ®

m
¹sºC� ¬ �rµj­h�Jµ\®R´E®��'� ºC�\® ·�Ì �h­h»À¾+®³²C�Z¶&»¼�C²C¿À��­ � ®RµC­h�+ÉÈ» · ®g¾�»ÀÁJ�*²C�®g´Jºn°±�'­h� �j��´J­±�d»¼���\�j»À�F® · �'�s�h� · ® ¬ »À�J�j¸|�g��­r¾�®gµ Ä �hºC¿¼� ��  Ê ¶(��®g¿¼»À½+® · � ¬ ®g¹sº Ä ºC�\®´J���j��­�®R¿¼»¼½�®g¾�»ÀÁJ� ´J�'� ·�Ì ��­±»¼¾+®d²C�'¿�µC­h�J¯j¿¼� · ®�\"¾'���E��­ Ï �C²C�g�C� ¬ ��� ¿¼® ¬ ¾��U�J­h²j���\®g²C® ¬�C�Z��­h®g� ¬ �g��­ ¬ ®g¿À� ¬ ¸��'�`¿ÀºC´E®g­Ñ²j�/�h­�®g¯C®
°h®g­Ñ¾'�J�`ºj�\® ·�Ì ��­h»À¾+®r²C��¶&»¼�C²j¿¼��­Ãº ¬ º\®R¿T���� ¬ µ\®g¾�»À�v�'ºC¾�¿ Ä ²C�'�C¸4¾�ºjÆg�v��»À� · µo����ºC¾'¿ Ä ²C���

θ
� ¬ ºC�\®/�R®g­h»¼®g¯C¿¼�,®g�j´JºC¿Å®R­(²j�¢µm��­±»¼�U²C�

2π
¸|��­h®g¯\®
°h®g­±� · � ¬ �'� ºC� � ¬ µ\®g¾�»À�d²C� ¶&»¼�C²j¿¼��­���ºC¾'¿ Ä ²C��� �'� ��¿Ã¹sºC� ¿¼®`�R®g­h»¼®g¯C¿À�®g�C´Jºj¿Å®g­Ã�h���C´J®³µm��­±»¼�U²C�

β
¸z� ¬ ²j��¾�»À­�¸z�'�`ºj� �F�n��� ¾'�J� Ï �C´JºC¿À�Z²C�/² Ì �C¾�»À�

2π − β� µ\®R­�® β = 2π
­h�'¾�ºCµm��­h® · � ¬ ¿Å® ·�Ì ��­±»¼¾+®O�'���'¿�µC¿Å®g�j�   Ê

β
� ¬ µCºC� ¬ ¿Å® �\����fÐ�ed�fÐ�8f+dE��d²C��¿"�h»¼� · µm� ²C�³¶&»¼�C²j¿¼��­¢��ºC¾'¿ Ä ²C��� �'�X� ¬ �F® ´J�'�C��­h®g¿¼»À½+®g¾'»¼ÁJ��¸:¿À� ¾�º\®g¿�¾��J­±­h� ¬ µo�g�C²C�¾��J�X��¿(»¼�E�J�'­ ¬ � ²C��¿Å® ��� · µm��­�®n��ºC­h®=²C�'¿ ¬ » ¬ ��� · ® � �F®R¿&Æq¾'� · �`ÆE® ¬ ��ºj��»À¿¼»¼½'Á �����¿Ñ¾�®gµ Ä ��ºC¿À� Õ ¸|�J��­³®Rµ Ì �C²C»¼¾'� �   Ê"Î ®ð��� · µm��­h®R��ºj­�®ð¾'�J­h­±��¾'��®d® ¿Å®ð¹sºC� ���R®g¿¼º\®R­�sºC� ¬ ��­�® ¬ ¾�®g�E��»¼²C®g²C� ¬&¬ ��­ Ï µCºC� ¬

β = 2π
¸C¹sºC�¢� ¬ ¿Å®���� · µm��­h®R��ºj­�®�²C�,¶(»À�C²C¿À��­ ÊZ ®g­P��»¼�'�C²C�`²C��¹sºC�

Z = e−βF
µ\®g­�®*¿Å® ÇbºC�C¾'»¼ÁJ�X²C��µ\®g­±�h»¼¾'»¼ÁJ�z¸ ¬ »¼�'�C²C�

F
¿¼®

���
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 7v@xwy1ez5{�B¢}ÊÍ��Î��@_^�@5zc�Yw>?�}�wÛ@�;�@x4h}�?<9>2 9>Bþ7�}=2�}
���j��­h´ Ä ®�¿¼»À¯C­h�Ñ²j� V ��¿ · �C�g¿À��½�Æ

β
¿¼®��h� · µo�'­�®R�hºC­�®��'���h���J­ Ä ®O²C�,¾+® · µm� ¬ � Ì ­ · »¼¾+®È¸µm�È²C� · � ¬ � ¬ ¾'­h»À¯C»¼­�¿¼®O»¼´Jº\®R¿¼²\®g²

βF =
1

2
ln det(−� +m2) . � � Ê õ	 

V ®R¾�»¼�'�C²C�¢º ¬ �O²j�Ã¿Å® ¬ »À²C���E�h»¼²\®g²j� ¬
ln(detA) = tr(lnA)

Æ
lnA = −

∫∞
ε2→0

ds
s
e−sA
¸¿Å®O�'¾�º\®R¾�»¼Ág� � � Ê õ�  ¬ ��µCºC�'²C�¢­±� ¬ ¾�­h»À¯C»¼­�²C�¢¿¼® ¬ »À´JºC»¼�'�E��� · ®g�C��­h®�\

βF = −1

2

∫

R
ddx
√
g

∫ ∞

ε2

ds

s
e−sm

2

K(s; x, x) � � Ê ~� 
� R � ¬ ��¿j� ¬ µ\®R¾�»¼���'��¾'�È�g­h²C�'�\®g²\® ¬ ²j��¶(»À�C²C¿À��­A�'ºC¾�¿ Ä ²C��® ¬   ¸J²C�J�j²C���C� · � ¬T¬ ºCµCºC� ¬ �h�¹sºC���h­�®g¯\®V°h® · � ¬ ���

d
²j» · ��� ¬ »¼�J�C� ¬ � d − 2

��­h®g� ¬ �g��­ ¬ ®g¿À� ¬   ¸�Æ��C� · � ¬ ²C�8�\�C»À²C�r��¿��WC¾�¿À���
K(s; x, x′)

¾�� · �
K(s; x, x′) = 〈x|e−s(−�)|x′〉 , � � Ê �� ¿¼�,¹sºC�Ñ�C�¢� ¬t·vÏg¬ ¹sºC�ÑºC��µC­h�gµ\®g´E®g²j�J­t�'�v��»À� · µo�,��ºj¾�¿ Ä ²C���¢²C� |x′〉 ® |x〉 ®,�h­�®+� Ì'¬²C� ºC�C®q���J�J¿ÀºC¾�»ÀÁJ� ²C»À¾'�F®R²\® µo�g­r��¿Ñ�gµo�'­�®g²C�g­ −� Ê=Z ®g­�® ¾�®g¿¼¾'ºC¿Å®g­v� ¬ �h� ��WC¾�¿À���C¸²C»¼®g´J�J�\®R¿¼»¼½�® · � ¬ �'¿z�Jµm��­h®g²C�J­ −� ������¿�¾'�J�C�C¸\�J¯È�����j»¼���j²C�/¾�� · � ¬ �J¿ÀºC¾�»ÀÁJ�

φkl~k⊥(x) =
ei
~k⊥·~x⊥

(2π)(d−2)/2

(
k

β

)1/2

ei2πlθ/βJ|2πl/β|(kξ)

−�φkl~k⊥(x) = (k2 + ~k2
⊥)φkl~k⊥(x) l ∈ Z, k ∈ R+, ~k⊥ ∈ Rd−2

∫

R
ddx
√
g φ∗

kl~k⊥
(x) φk′l′~k′⊥

(x) = δll′δ(k − k′)δ(d−2)(~k⊥ − ~k′⊥) , � � Ê Õ  
²C�J�j²C�

x ≡ (ξ, θ, ~x⊥) � ¬ ���\®g��� ¬ ¾��J´J»À²C�v¿¼® ¬ ®gºj���RÇbºC�C¾�»À�J�C� ¬ ²C� · ®R�C��­h®�¹sºC� ¬ �+®g�­h�'´JºC¿¼®g­h� ¬ ���*�'¿A�J­±»¼´J�'��� õ	�s�Â  Êz« ¿:��Wj¾�¿¼�'�
K(s; x, x′)

�U»¼�'�C�O²\®g²j�Z��� � Ì ­ · »¼�C� ¬ ²C�� ¬ �F® ¬ ®gºÈ���gÇbºC�j¾�»¼�g�C� ¬ µm�J­
K(s; x, x′) =

∞∑

l=−∞

∫ ∞

0

dk

∫
dd−2k⊥e

−s(k2+~k2
⊥) φkl~k⊥(x)φ∗

kl~k⊥
(x′) , � � Ê �� 

µCºC²j» Ì �j²C� ¬ ��­h��®g¿¼»À½+®g­^¿Å® ¬ º · ®�Æ�¿¼®,»À�E����´g­�®g¿ � õ	� ¸ õ�
 ¸ õ	�	� ¸U²C� · ®g�j��­�®,¹sºC�Ã�'¿o­±� ¬ ºj¿r��F®R²C�/µ\®g­�®
x = x′

� ¬
K(s; x, x) =

1

(4πs)d/2
− 1

2β

1

(4πs)d/2

∫ ∞

−∞
dy e−

ξ2

s
cosh2(y/2)

×
(

cot
π

β
(π + iy) + cot

π

β
(π − iy)

)
. � � Ê 
� 



Í��r~��õ7vý5Bc7�{|Bc}Æ9���w>B�187v6ez�} ���
ÂÃ�Ã¿¼®,�'¾�º\®R¾�»¼Ág�Z®g�E���'­h»¼�g­�¸E��¿mµC­±» · ��­�� Ì ­ · »¼�C� 1

(4πs)d/2

²\®¢¿¼ºC´E®R­t®,ºC�\®,²C»À�g��­h´g���C¾'»Å®
����¿Å®/���C�'­h´ Ä ®�¿À»¼¯C­±�{�����'¿�¾+® ¬ �

β =∞ � ��� · µm��­h®R��ºC­h®�¾'��­±�   Ê4Í ²C�'�s�h»Ö�\¾�® · � ¬ µjºC� ¬� ¬ ����� Ì ­ · »¼�C��¾'� · ��ºj�,­±� · ®g�C�'�s�h�^²C��¿Å®"²C�'� ¬ »À²\®g²,²C�����j��­h´ Ä ®�²C��¿R�g®R¾ Ä �j¸�¹sºC� ¬ »À� · �µC­h��µo�U²C� · � ¬ ®g¯ ¬ �J­±¯o�'­����ðºC�\®�­±���C�g­ · ®g¿¼»À½+®g¾'»¼ÁJ� ²C��¿Å®³¾��J� ¬ �F®R�s�h�r¾�� ¬h· �J¿¼ÁJ´g»¼¾+®� õ��s� ¸Uµm�J­t¿À��¹sºC�Ñµm�U²C� · � ¬ µj­h� ¬ ¾�»À�C²C»¼­|²C� Ì ¿oµC®g­�®��'¿o¾ Ï ¿¼¾'ºC¿¼�¢²C��¿m¾�� · µm�J­±��® · »¼���E�h�²C��¿Å®O�'�s�h­h�Jµ Ä ® Ê ��µC®g­±�h»¼­"²C�'¿ ¬ �'´JºC�C²C�/� Ì ­ · »¼�C��²j�,¿¼®O��¾'º\®g¾�»ÀÁJ� � � Ê 
�  �J¯È�����j� · � ¬��¿z�R®g¿À�J­"²C��¿Å®��'�C��­±´ Ä ®�¿¼»À¯C­h�

βF = −π
2

3β
A⊥

(
1−

(
β

2π

)) ∫ ∞

ε2

ds

(4πs)d/2
e−sm

2

, � � Ê �� 
¬ »À���C²C�

A⊥
��¿ Ï ­h�+®O²j��¿z�C�g­h»¼½'�J�E��� Ê ÂÃ�{¿¼®O��ÉÈµC­h� ¬ »ÀÁJ��®g�E����­±»¼�J­tµo�U²C� · � ¬ ��ÉU��­h®g��­��'¿�R®g¿¼�J­�²C��¿Å®����E��­±�Jµ Ä ®

S = β2 ∂F
∂β

µC®g­�®
β = 2π

¬ »À���j»¼�C´Jºj�\®�²C»Ö�\¾'ºC¿À��®g² � ÊÂÃ�Ã�sºC���J��� ¬ ����¾ Ï ¿À¾�ºC¿À�,­±��µC­±�È²jºC¾���¿Å®�¿¼�'Æ/²j��� ¬ ¾+®R¿Å® · »¼�'�s�h�¢²j��¿¼®,�'�s�h­h�Jµ Ä ®¢¾'�J���¿ Ï ­h��® ²C��¿"�j�J­h»À½��J�E���R¸A®R¿�»¼´gº\®g¿|¹Uºj�Z¿¼� ¬ ¾ Ï ¿À¾�ºC¿À� ¬ ²C�v¿¼� ¬ ¾�®gµ Ä ��ºC¿À� ¬ ~ Æ Õ ¸:µo�'­h��J¯ ¬ ��­±�R® · � ¬/¬ ºÈ��»¼¿À� ¬ ²C» Çb��­±���C¾'»Å® ¬ ­±� ¬ µm��¾����ð®=®R¹Uºj��¿¼¿À� ¬�ÊT« �2µC­±» · ��­O¿ÀºC´E®g­'¸T¿Å® ¾'���­h­±��¾�¾'»¼ÁJ�=²C� · ® ¬ ®u�\�C» �F®
m
�'�`� ¬ �h��¾ Ï ¿¼¾'ºC¿¼�³®gµC®g­h�'¾�� · ®R�C»Ö�\� ¬ ��® · �'�E���/®Z��­�®+� Ì�¬²C�&ºC��ÇÔ®g¾'�h�J­T�?Éjµm�J�C�'�C¾�»¼®g¿C�'�
m2
²C�'�s�h­h�,²C��ºC�\®Ñ�h­�®g� ¬ Çb�J­ · ®g²\®Ñ»À�E����´g­�®g¿�¸R¿ÀºC��´J�{¿¼®���E��­±�Jµ Ä ®O²C�Ñ���E�h­h��¿¼®g½+® · »À���E���O²j» ¬h· »¼�sºjÆg�Ã¾'�J�³¿Å® · ® ¬ ®O²C��¿o¾+® · µo� ` ¸ ¬ »¼� · µC­±�Ñ¹sºC�

1
m2 ≤ ε2 � ²C�/¿¼�Z¾��g�s�h­�®g­±»¼�C¸o��¿�¾�® · µm�r���'�C²C­ Ä ®ZºC�\®³¿¼�J�j´J»À�hºC² ²C�/�J�C²C®���� · µj�h�J��F®g¿�¹Uºj��¿¼®�µC­±� ¬ �'�C¾�»¼®=²j��¿"¾'�J­±�h�

ε2
¬ ��­ Ä ® »¼�\®RµC­h�'¾�»Å®R¯C¿¼�   Ê ���g��®g­O¹sºC� ¬ »

ε ∼ Lpl

¸¬ »À���C²C�
Lpl

¿¼®=¿À�J�C´J» ��ºC²q²C� Z ¿Å®g�C¾F�4¸|���E���g�C¾�� ¬ ¿Å® ²C�'µo�'�C²C���j¾�»Å®`��� ¿¼® · ® ¬ ®=²C�'¿¾+® · µm�v� ¬ ­h�'¿¼�'�R®g�E�h�O®�µC®g­±�h»¼­&²C�
m ∼ Mpl

¸ ¬ »¼�'�C²C�
Mpl

¿¼® · ® ¬ ®/²C� Z ¿¼®g�C¾F� Ê�« �¬ �'´JºC�C²C��¿¼ºj´E®g­�¸È��¿�¾'�J­±�h�
ε2
®gµC®g­h�'¾��,®g¹sº Ä ¾�� · ��ºC��¾��g­±���Ô]_�\®R�hºC­�®g¿ _ ²C��ºC�\®/»¼�E�����´J­�®R¿T²C»À�g��­±´J���E���R¸�Æ*�C�³¾�� · �³ºC�`¾'�J­±�h��® ¬ �U¾�»¼®g²C��®Z¿Å®ZµC­h�+ÉÈ» · »¼²C®g²*®g¿T�C�g­h»¼½'�J�E���R¸¿¼�¢¹Uºj� · ºC� ¬ ��­h®�¹sºC�Ñ¿Å®,­h�'´JºC¿Å®R­h»¼½�®g¾�»ÀÁJ��²C��¿o¾ Ï ¿À¾�ºC¿À���C�O� ¬ WC�C»À¾+® ÊÈ« �r���'­h¾��'­"¿¼ºj´E®g­�¸� ¬ »¼�E���'­h� ¬ ®g�E���r¾'� · µ\®g­�®R­,¿¼®�²j��µm���C²C�'�C¾�»¼®����

β
�J¯j���'�C»¼²C®��'� ¿Å®³��¾'º\®g¾�»ÀÁJ� � � Ê �� ¾��J�X¿Å® �J¯j�h���C»À²\®ð®R�s�h��­±»¼�J­ · �'�s�h�³���H¿¼® ��¾�ºC®g¾�»ÀÁJ� � Õ Ê ~g~�  Êc� »&¯C»À���2���X��¿&¾ Ï ¿À¾�ºC¿À�²C� � º ¬h¬ �U»À�C² Æ���´J¿Àº · � ¬ �F®v²C�'µo�'�C²C�'�C¾�»¼®r� ¬ ∼ 1/β4
¸m��� �'¿:µC­±� ¬ ���E����¾ Ï ¿¼¾'ºC¿¼��²C�£�®g¯\®R� Ì'¬ �F®�� ¬ ²j��¿z� ¬ ��»À¿¼� ∼ 1/β2 ÊYZ � ¬ �,®�¹Uºj�,¿¼®���� · µm��­h®R��ºC­h®O­h�'¿¼�'�R®g�E�h�{µ\®g­�®��'¿¾ Ï ¿À¾�ºC¿À��²C��¿Å®����E�h­h�Jµ Ä ®�� ¬

β = 2π
¸\®�¿Å®O²j��µm���C²C�'�C¾�»¼®��'�

β
¬ ��¿¼�{µm�È²j­ Ä ®�®n��­h»À¯CºC»À­¾�»À­h¾�ºj� ¬ ��®g�C¾�»¼®g¿ · ���E�h�"¾�»À��­±�h� ¬ ���E�h»¼²C�{Ç Ä¼¬ »¼¾'�{������¿ · ®g­h¾'��²C��ºC�\®{���'�J­ Ä ®Ñ²C��¾+® · µm� ¬� Ì ­ · »¼¾+®È¸U¿ÀºC��´g��� ¬ �F®O²C» Çb��­±���C¾'»Å®¢�'�r��¿o¾�� · µm�J­±��® · »À���E����²C�'¯o�'­ Ä ® ¬ �'­�®g�\®g¿À»¼½�®g²\®{���²C�'��®g¿¼¿À� Ê � ��µCºj��²C���J��­,¹sºC����®g¿�²C» ¬ µ\®g­±»¼²\®R²=�'�ð¿¼®³²j��µm���C²C�'�C¾�»¼®��'�

β
²C��¿¼� ¬ ²j� ¬¾ Ï ¿À¾�ºC¿À� ¬ �R®ð® ¬ �È¾'»Å®g²C®=®*¿Å® Çb�J­ · ® �'�X¹sºC� ¬ ��¾+®g¿À¾�ºC¿¼® ���H��WC¾'¿¼�'�

K(s; x, x′)
���

��Ï�
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��¿�¾'�J�C�C¸oÆ ¹sºC�/¿Å®rÇb�J­ · ®¤]]¾'�J­h­±��¾��F® _ ²C�/­h��µj­h�U²CºC¾�»À­{��¿T­±� ¬ ºC¿À��®g²C��²C� � º ¬±¬ �s»¼�C²=Æ��´g¿¼º · � ¬ ®O��­h®V� Ì�¬ ²C�{ºC�\®O�h­�®g� ¬ Çb�J­ · ®g¾'»¼ÁJ�Z¾'�J�jÇb�J­ · �Ñ�'��¿¼® ·�Ì ��­±»¼¾+®¢²C�,¶(»À�C²C¿¼�'­��ºj¾�¿ Ä ²C�+®È¸:�J¯È�����j»¼���j²C� ¿Å®�²j���C� · »¼�C®g²\®�] ·�Ì ��­±»¼¾+®�ÁJµj�h»¼¾+® _ � µ\®g­h® ·vÏR¬ ²C�'��®g¿¼¿À� ¬ ®g¿­h� ¬ µm��¾����C¸4­h�'¾�� · ���j²\® · � ¬ �J��­���¿���­h®g¯\®
°±�/²C� «�· µC®g­�®g�Ä� õ�$��Â  Ê4« ¿�­h� ¬ ����²C�¢¾�®g­�®R¾8����'­ ÄÀ¬ ��»À¾+® ¬:¬ �J� ¬ » · »¼¿¼®g­h� ¬ ®Ñ¿¼® ¬ ÆJ® · �'�C¾�»À�J�\®g²C® ¬ �'��¿¼� ¬ ¾ Ï ¿À¾�ºC¿À� ¬ ÆJ®ÑµC­h� ¬ ���E��®g²C� ¬ ���¿¼� ¬ ¾+®Rµ Ä �hºC¿¼� ¬ ®g�E���'­h»¼�g­h� ¬ ¸È��®g¿¼� ¬ ¾�� · �O¿¼®Ð]]­±��¿Å®n��»À�U»À²\®g² _ ²C��¿z¾'�È�8�\¾�»À���E���{¹sºC��®R¾�� · �µ\®gÓC®v®g¿ Ï ­±�+®�²C��¯C»À²C�r®�¿Å® ¬ ºC¯s°±�'��» �U»¼²\®g²�²C�,¿Å®/­h��´gºC¿Å®g­±»¼½�®g¾�»ÀÁJ� Ê ¶&��´J­±� ¬ ®g­h� · � ¬ ²C��sºC�'�g�d®*� ¬ �h��® ¬ µm��¾'�h�ð²C�'¿&¾ Ï ¿À¾�ºC¿À�`® ¬hÄ ¾�� · �`®=�g�h­h� ¬ �'�H��¿&¾�®gµ Ä �hºC¿¼� 
 ¸�²j�J�C²C�­h�'¾��J´g��­h� · � ¬ �sºC� ¬ �h­�® ¬ ¾��J�C¾'¿¼º ¬ »¼�J�j� ¬ ´J���j��­�®R¿¼� ¬ ²C�/���U²C��¿¼�ZµC­±� ¬ ���E�F®g²j� �\® ¬ �F®³��¿· � · �'�E��� Ê
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« ��� ¬ �����h­�®g¯C®
°±�¢�j� · � ¬ µj­h� ¬ ���E�F®R²C�¢�h­h� ¬ ¾ Ï ¿À¾�ºC¿À� ¬ ²C» Çb��­h�'�E��� ¬ ¯\® ¬ ®g²C� ¬ �������'���­ Ä ®³¾'º Ï �E��»À¾+®�²C��¾�® · µo� ¬ ¹sºC�/��­h®R�F®g�=²C��®g­h­±�n°h®g­�¿¼ºj½ ¬ �J¯C­±���'¿|� ¬ ¾�ºj­h���g­h»¼´g���*²C�¿Å®����E��­±�Jµ Ä ®�²C�rºC�q®g´gºn°±��­±� �C��´g­h�
S = A

4
� ¬ »¼���j²C� A �'¿ Ï ­±�+®�²j��¿��j�J­h»À½��J�E����²C�¬ ºC¾'� ¬ � ¬   ÊTÎ � ¬ ®g� Ï ¿À» ¬ » ¬{¬ ���\®g�ð¾'���E��­h®g²C� �'� ��¿^� ¬ ��ºj²C»¼��µ\®g­�®�ºC�ð¾�® · µo��� ¬ ¾+®g¿¼®g­²C��¿¼®��'�s�h­h�Jµ Ä ®�²j�O���E��­±��¿¼®g½+® · »¼�'�E���C¸4�v�'�E��­h�gµ Ä ®�²C���^�J������º · ®g��¸o¿¼®�¾�ºC®g¿ · »¼²j�¿Å® ¬ ¾��g­h­h�'¿Å®g¾'»¼�J�j� ¬ ¾�º Ï �s�h»¼¾�® ¬ �?ÉÈ» ¬ �h���E��� ¬ ���E�h­h�Ã²j� ¬�¬ ºC¯ ¬ » ¬ �h� · ® ¬�Ê ÂÃ��¿4� ¬ ��ºj²C»¼��®g¹sº ÄµC­h� ¬ �'�s��®g²C����ÉU��­h®g� · � ¬ ¿Å® ¬�¬ »¼´Jºj»¼���E�h� ¬ ¾��g�C¾�¿Àº ¬ »À�J�C� ¬ \

Ò �È²\® ¬ ¿Å® ¬ ���E�h­h�Jµ Ä ® ¬ ¾�®g¿¼¾'ºC¿Å®g²C® ¬t¬ �J�ZµC­±�Jµo�g­h¾�»À�J�\®g¿À� ¬ ®g¿ Ï ­h��®�²C��¿o�C�J­±»¼½��g�s�h�²C� ¬ ºj¾�� ¬ � ¬�Ê
Ò �È²C� ¬ ¿À� ¬ ¾ Ï ¿¼¾'ºC¿¼� ¬ ²j�(¿¼®Ñ���E��­±�Jµ Ä ®�²j�(�'�E��­h�'¿Å®g½�® · »¼���E�h�{­h�+®R¿¼»¼½�®g²C� ¬ ¾'�J�����'���­ Ä ®Ã¾�º Ï �E��»¼¾�®Ñ²C��¾+® · µm� ¬T¬ �J��Çb�J­ · ®g¿ · ���E�h�t²C» �J�'­h´J�'�s�h� ¬'Ê�� ���\®g¾'���C��¾'� ¬ ®R­h»Å®È¸µCºC� ¬ ¸C¿¼®¢»À�s�h­h�U²CºC¾'¾�»¼Ág�v²C�Ñºj�\®�­h�'´JºC¿¼®g­h»À½+®g¾'»¼ÁJ�����³®g¿À´�WC�rµjºC�E���O²C�'¿�¾ Ï ¿¼¾'ºC¿¼�C¸¿Å®Ñ¾'º\®g¿\�C��� ¬ Wj�C»¼¾�®�\Jµ\®g­h® � ­h�'²C�C»¼¾F�s» ¬ �&�h­�®R��®{²C��¿\µ\®R­ Ïg· �'�h­h�{²C�&­h�'²/²C��¯C»À²C�®�¿¼®Z²C» ¬ ¾�­h����»À½+®g¾'»¼ÁJ�=²C��¿|¾+® · µm��µ�µ\®g­h® � º ¬h¬ �U»À�C² ÆÏ��´g¿¼º ·Þ¬ ���h­�®R��®�²C��ºC�¾��g­±����ºC¿À�h­�®+�U»¼�J¿À�'�F®��'� ¿Å® ¬ µC­h�+ÉÈ» · »¼²\®R²C� ¬ ²C��¿:�C�J­±»¼½��g�s�h��²C� ¬ ºC¾'� ¬ � ¬ ²C��¯C»À²C�®O¿Å®O²j»À�J�'­h´J�'�C¾�»¼®O²C��¿���W · ��­±��²C�{� ¬ �F®g²j� ¬ ®g¾�¾'� ¬ »À¯C¿¼� ¬ ���³� ¬ ®�­h��´g»¼ÁJ�z¸UÆrµ\®R­�®£�®g¯\®R� ¬ �O��­h®R�F®rºj�\® · �'­�®r­h�'´JºC¿¼®g­h»À½+®g¾'»¼ÁJ��²C��ºC�\®Z»¼�E�h��´J­h®g¿A²C» �J�'­h´J�'�s�h�����ºC�\®(»¼²C�'�E��»¼²C®g² · ®R�h� ·�Ï ��»À¾+® Ê�« ¿s�C�'¾F�C�Ñ²C�|¹sºC�"®Rµ\®g­h�'½�¾�® ¬ »À� · µC­h�^� ¬ ���t¾��J­P���R¸�\®g¾'��¹Uºj�¢�'¿�¾��U�¿�\¾'»¼���E�h�,�g¯j���'�C»¼²C�/µ\®R­�®�¿Å®�¿¼��Ær²C��µC­±�Jµm�J­h¾'»¼�J�\®R¿¼»¼²C®g²r¾��g���'¿Ï ­±�+®{�C� ¬ ��®,ºj�C»À�g��­ ¬ ®g¿Ð¸R²\®g²C��¹sºC�&ºC�\®{­±��²C�8�\�C»¼¾'»¼ÁJ��²j��¿\¾��g­±����»À�E�J�J¿ÀºC¾�­h®ÑºC�\®­h�'²C�¿�C�C»¼¾'»¼ÁJ� ²j�v¿Å®�¾��J� ¬ �F®R�s�h�r²C�rµj­h�Jµm�J­h¾'»¼�J�C®g¿¼»À²\®g² Ê Â�»¼¾F�C� ¾'�È�8�\¾�»À���E���v� ¬WC�C»À¾+® · ���E�h�ÑºC�C» �J��­ ¬ ®g¿oµ\®g­h®¢���'�J­ Ä ® ¬ �'�

1 + 1
²C» · ��� ¬ »¼�g�C� ¬ ¸È²C�g�C²C�{��¿o¾��J­P���®gµ\®R­h��¾'���'���'¿4»¼�E���'­h»¼�g­T²C�(ºC��¿À�J´E®g­±»À� · � ÊnÎ ®����E��­±�Jµ Ä ®{µ\®R­�®�� ¬ ��® ¬ �����g­ Ä ® ¬�¬ �

��$
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µCºj��²C�"¾�®g¿¼¾'ºC¿Å®R­ · ��²C»¼®g�E����¾'�J� ¬ »¼²C�'­�®g¾'»¼�J�C� ¬ ²C�t�����g­ Ä ®�²C�"¾+® · µm� ¬ ¾'�J�jÇb�J­ · �R¸Æ ¬ ��²C� · ºC� ¬ ��­�®/¹sºC��²C»¼¾F�j��¾'�È�8�\¾�»À���E���{�U»¼�'�C�{²C»À¾'�F®R²C�/µo�J­�¿Å® �h�g� jE�³�F���\�Ô�h�g�²C��¿¼®������g­ Ä ®�� õ ö ¸ ~R÷s� Ê
Î ®�²C�'µo�'�C²C�'�C¾�»¼®/�'�

β
²C�Ñ¿Å®¢���C�'­h´ Ä ®�¿¼»À¯C­h�(²C� V ��¿ · �C�J¿ ��½(µ\®g­h®O¿¼� ¬ ¾ Ï ¿À¾�ºC¿À� ¬²C� � º ¬h¬ �s»À�C²�Æ���´J¿Àº · ÆZ²j�i£�®g¯C®R�&� ¬ ²C» Çb��­h�'�E��� � 1/β4

�'��ºC�³¾�® ¬ �/Æ
1/β2�'�Z��¿z�g�h­h�   ¸ ¬ »z¯C»¼�'�Z¿Å®¢�h� · µo�'­�®R�hºC­�®,Ç Ä¼¬ »À¾+®O®O¿¼®�¹sºC���'�R®g¿Àº\®g­�¿¼®����E�h­h�Jµ Ä ®O� ¬¿¼®��h� · µo�'­�®R�hºC­�®/²C�¢¶(»À�C²C¿À��­

β = 2π
Ê4«^· µ\®g­h®g�Ä� õ�$s� ²C� · ºj� ¬ �h­�®�¹Uºj�g¸mµ\®g­�®­±��¾�ºjµo�'­�®g­�¿Å®Z²C�'µo�'�C²C�'�C¾�»¼®�²C� � º ¬±¬ �s»¼�C²

1/β4
���=��¿^¾ Ï ¿À¾�ºC¿À�³²C�¤£,®R¯\®R� ¬ �²C�'¯o�/»À�s�h­h�U²CºC¾'»¼­Ñ¿¼®r²C���C� · »À�\®g²\®¤] ·�Ì ��­h»À¾+®vÁgµj��»À¾+® _�Ê ���³�'�s�h­�® · � ¬ �'� ·�Ïg¬²C���F®g¿À¿¼� ¬ ­h� ¬ µo�'¾'�h�v®/� ¬ �F®/µo�'¹Uºj��Ó\®�µ\®g­±�h»¼¾'ºC¿Å®g­±»¼²\®R²Z²C��ºC�C��²C��¿¼� ¬ ¾ Ï ¿¼¾'ºC¿¼� ¬ ¸ÆZ­±� · »À�h» · � ¬ ®R¿�¿¼��¾����J­�»À�E����­±� ¬ ®g²C��®�¿¼®O­h��Çb��­h�'�C¾�»¼®�� ¬ µm��¾ Ä �\¾�®J� õ�$s� Ê

« ¿m�j��¾F�C�¢²C��¹sºC�(¿Å®{�'�s�h­h�Jµ Ä ®�²C�A�^�g���(��º · ®g�C� ¬ ��®¢µC­±�Jµo�g­h¾�»À�J�\®g¿C®g¿ Ï ­h��®,²j��¿�C�J­±»¼½'�J�E���O�C� ¬ »¼� ¬ µC»¼­h®Z®Z®��\­ · ®g­�¹Uºj��¿¼® ¬ ¾'�J­h­±��¿Å®R¾�»¼�g�C� ¬ ¾'º Ï �E��»À¾+® ¬ ®R¿¼­h�'²C��²j�J­Ñ²C�� ¬ �F®/­h�'´J»¼ÁJ� ¬ �J��²j�,¾'�J­±�h��®g¿¼¾�®g�C¾�� Ê4«�¬ �F®/¾+®R­�®g¾�����­ Ä¼¬ ��»¼¾�®O�\® ¬ »¼²j��»À´Jº\®g¿ · �'�E���Ñ²C� ¬ �¾�ºj¯C»¼�'­±�F®,²C���E�h­h��²C��ºC�r¾��g�s�h��ÉU����­h®g²C»À¾+®g¿ · �'�s�h�&²C»ÀÇb�'­h���E�h�g¸j�'¿o¯C® ¬ ®g²j�O���r¿¼®,�h���J­ Ä ®¾�º Ï �E��»¼¾�®O²C�{¿Å®O»À�jÇb�J­ · ®g¾'»¼ÁJ��¸È®OµC®g­±�h»¼­"²C�'¿z� ¬ ��ºC²j»¼�/²C��¿����E��­±��¿Å®R½+® · »¼�'�s�h����� ¬ » ¬ �h�8�· ® ¬ ¾'­ Ä ��»¼¾'� ¬ ²C� · ®R���'­h»¼®(¾'�J�C²C�'� ¬ ®g²C®¤� ~Èõ8� Ê ����­±��¾'��¿Å®�µm���C®Ã²C� ¬ �F®g¾�®g­A¹sºC�"®g¿¼´Jºj�C� ¬¾ Ï ¿¼¾�ºj¿¼� ¬ ­h�'¾�»¼�'�E��� ¬ ��� ¿¼� ¬ ¾�® · µm� ¬ ²C�O¿¼®�»¼�ÈÇb�J­ · ®g¾�»ÀÁJ�ZÆ�¾�� · µCºj��®g¾�»ÀÁJ��¾'º Ï �E��»À¾+® ¬�\®g��­±��²C� ¬ ¾'ºC¯C»¼�'­±�h�,²j���Uºj�'�J��¿¼®Ã¿¼��Æ�²C��µj­h�Jµm�J­h¾'»¼�J�C®g¿¼»À²\®g²,¾��J���'¿ Ï ­±�+®Ñ²C��¿¼®Ã���E��­±���µ Ä ®v²C�O�'�s�h­h�'¿Å®g½�® · »À���E���j¸ ¬ »A¯C»À��� · �g��» �g®R²C�vµm�J­Ãµj­h�J¯C¿À� · ® ¬ ®R¯C»¼�'­±��� ¬ � ¬ µo�'¾ Ä �\¾�� ¬²C�Z� ¬ �F® ¬ ²j» ¬ ¾'»¼µC¿À»¼�\® ¬ � õ ö ¸ ~g~ ¸ ~g� ¸ ~ Õ ¸ ~��	� Ê�«�¬ ��®*¾'�J�C�?Éj»ÀÁJ�q»¼�E���'­h²C» ¬ ¾'»¼µC¿À»¼�\®g­±»Å®³� ¬�U» ¬ �F®�¾��J� · ºjÆv¯CºC�'�C� ¬ �n°±� ¬ µo�g­���¿�®gºj�h�J­�²C�'¿�µC­h� ¬ ���E�h�¢��­h®g¯\®
°±� Ê�����j¾�»¼Ág� ®gµ\®g­P��� · ��­±��¾'� ºC� ¾ Ï ¿¼¾'ºC¿¼�`­h�+®R¿¼»¼½�®g²C�`²C���E��­±�d²C��¿�¾��J�E�h��ÉU���d²C��¿Å®���'�J­ Ä ®,²j�Ã¾�ºj��­h²C® ¬ ¸È��¿m¾�º\®g¿m�C�O�j� · � ¬ µj­h� ¬ ���E�F®R²C�/®g¹sº ÄÐÊ ÂÃ»À¾F�C�O¾ Ï ¿¼¾'ºC¿¼�C¸E­±�+®g¿À»¼½�®g²C�µm�J­ � º ¬h¬ �s»À�C² Æ/�(´J¿¼º · � õ Õ � ­h�'µC­h�U²CºC¾'� ���s�U���Ð�g�v���\�]� ¿¼®v¿¼��Æ
S = A

4

®vµ\®g­P��»¼­(²C�ºC�*­h�'¾�ºC�'�E���³²C� · �È²C� ¬ � ¬ µo�'¾ Ä �C¾�� Ê � »T¯C»¼�'� Ì�¬ ���/� ¬ ºC�*¾ Ï ¿¼¾'ºC¿¼� · ºjÆ�µC®g­±�h»¼¾�ºj¿Å®g­'¸� ¬ �U» ¬ ���³¾'� · �Zºj� Ì ÉÈ»À���³²C��¿¼®v���'�J­ Ä ®r²C��¾�ºC�'­h²\® ¬ ¸�µCºC� ¬ ­±��µC­±�È²jºC¾��/��¿A­h� ¬ ºC¿À��®g²C��\�C» ���Ñ¹sºC� ¬ �"�J¯j�h»¼�'�C��®Ãµ\®R­±��»À­A²C��¾'�J� ¬ »¼²C�'­�®g¾'»¼�J�C� ¬T· ��­�® · �'�s�h�t�h��­ · �U²C»¼� ÏR· »À¾+® ¬ �¿Å®��h���J­ Ä ®�²C�|¾�ºC�'­h²\® ¬ � ¬ ºj�\®&�h���J­ Ä ®ñ�\�C» �F®����¢��¿EºC¿ ��­h®V�U»À�J¿¼���F®s� ÊeZ �È²C­ Ä ®�� ¬ ���(��­�®n�F®g­ ¬ �²C�&ºC��»¼�C²j»¼¾�»À�Ñ²C�&¹sºC�g¸E��®g¿C�J�'½g¸s¿Å®Ã�h���J­ Ä ®{²C�&¾�ºC�'­h²\® ¬ �R®+ÆE®�µo�g­���¿\¾+® · »À�C�{¾��J­±­h�'¾'���²C�&¾+®R­�®,®,�J¯È�����j��­^ºC�\®{���'�J­ Ä ®�¾'º Ï �E��»À¾+®�²C�&¿Å®{´J­h®V�g��²\®R²z¸s¿Å®{¾�º\®R¿\�C� ¬ µC­h�gµo�J­±¾�»À�J�C�������¿�Çbºj�hºC­h��¿Å®/�Uºj�'�R®�Ç ÄÀ¬ »¼¾�®��j��¾�� ¬ ®g­±»Å®�µ\®g­�®/­h� ¬ �J¿ �J�'­Ñ®g¿À´JºC�C� ¬ ²C�,¿¼� ¬ µC­±�J¯C¿À� · ® ¬]_Çb­±�J�E���'­�® _ ²C��¿Å®`Ç ÄÀ¬ »¼¾�®=�h��ÁJ­±»¼¾+®ð®g¾'�hº\®g¿Ð¸^¾'� · �ð��¿Ã²j» ¬ ¾'ºj��»À²C�d®ð¿À� ¿Å®R­h´J�=²C� � ¬ �����­h®g¯\®
°±� Ê



Ö Ú�É á�ÚLKeÝ ß�àt×cF�à

� õ¿� Ë Ê ��»¼¾F�C�'¿¼¿Ð¸ Z �C»¼¿ ÊjÒ ­�®g� ¬'Ê ¶ Ê-� �È¾ Ê � Î �J�C²j�J�   ¸ ô�� ¸ ��� � õ�� ö Õ   Ê� ~	� Z#Ê|�oÊ#Î ®RµC¿Å®g¾'�g¸�Ø �'�\�V�8fò� fÐ�n�ôd�kÚÙ4�
���_���v��d�kÚÛ=�n��dU� � Z ®g­±» ¬   ¸L�^�J¿ Ê�Í±Í ¸�µ Ê �g÷��� õ	��$�
�  Ê� �s� ­ Ê�� ¾F�sºj�h½g¸IÜ �^�����A�F�skU���V��fò��jU�������h�g�U����� �g� f ÿ�fò�Ô� ¸E�"® · ¯j­h»¼²j´J���(�C»À�g��­ ¬ »À�_Æ Z ­h� ¬h¬
� õ�$ ö ��  Ê� Õ � � Ê ¾ Ê ��» ¬ �C��­'¸�£ Ê��oÊUÒ �C�J­±�C��ÆvË Ê � Ê ¾ �C���'¿¼�'­�¸�Ý �h��ÿ�fò�Ð�g�+fÐ�n� ¸ � ®g��a\­�®g�j¾�» ¬ ¾��(\a\­h�'� · ®g� � õ�$��g��  Ê� �	� ¶ ÊYZ ���C­±� ¬ ��Æ³¶ Ê � Ê aA¿¼�VÆU²z¸Y��®R��ºj­h�g¸ ø4ø-# ¸ õ	��� � õ�$��Èõ	  Ê� 
s� Â Ê ���C­h» ¬ ���U²C�Jºj¿¼�Jºz¸ Z �sÆ ¬'Ê ¶&�'� Ê4Î �'�±� Ê ¸ ø�� ¸ õ���$�
 � õ�$��g÷�  Ê� �	� �mÊ ¾ ÊYV ® [&�s»¼�C´j¸ Z �EÆ ¬�Ê ¶&�'� Ê4Î �'�h� Ê ¸ ø-) ¸ õV� ÕJÕ � õ�$��Uõ	  Ê� ö � �mÊ ¾ ÊYV ® [&�s»¼�C´j¸m��� ·�· ºC� Ê ��®n��� Ê-Z �EÆ ¬�Ê ¸ �Û� ¸ õ�$�$ � õ�$�����  Ê� $s� Ë Ê ² Ê ­t���g�'� ¬ �h��»À�z¸J���g�s�h� · µ ÊüZ �EÆ ¬�Ê ¸ �Û� µCµ Ê �jõ � Õ � � ~g÷g÷J��  µ�¹UºC®g�E�¼�_µj�{Þ ÷J�jõgõV÷ Õ $ Ê

� õ+÷�� �oÊ ¾ Ê-V ® [&�s»¼�j´C¸ Z �sÆ ¬'Ê ¶&�'� Ê Â�¸ â�� ¸ ~ Õ 
g÷ � õ�$���
�  Ê� õgõe� � Ê�� ­h�'²C�C»À¾F�U»�¸ Z �EÆ ¬'Ê ¶&�'� Ê4Î �'�±� Ê ¸ ô�â ¸ 
�
�
 � õ�$�$J��  µj�C��µ��Ð���{Þ $J�J÷J�J÷ Õ öjÊ
� õV~s� � Ê � Ê ��»¼�'¿ ¬ ��� ÊsÍFÊÈÎ^Ê ���sº\®g�j´C¸�ß kj�g�\� kU� �F�n�Ã��kÈ�Ð�g� fÐ�n���g��d¿àekC�g�\�+kU� fò� �+�n��À���g�+fÐ�n� ¸4�"® · ¯j­h»¼²j´J�Ð���C» �J�'­ ¬ » �_Æ Z ­h� ¬h¬ � ~g÷J÷g÷�  Ê� õ+��� �oÊ � Ê a\ºC¿À¿¼»¼�j´C¸ �mÊ � Ê � Ê ¶&ºC» ° ¬ ���\®J®R­ ¬ ¸ Z �EÆ ¬�Ê ¶&��µ Ê ¸ â��4ø ¸ � ¸"µjµ Ê õ+��� � õ���


� õ�$ ö ��  Ê� õ Õ � Î^ÊÏ� º ¬h¬ �U»À�C²z¸`Ë Ê ��´J¿Àº · ¸ Z �sÆ ¬'Ê ¶&�'� Ê Â�¸ �{á ~��g÷J÷ � ~��ÈõJõ � õ�$�$ Õ   µ �C�'µ���h�{Þ $ Õ ÷ÈõV÷��g÷ Ê
Õ õ
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� õ	�s� Â Ê £�®g¯\®n�+¸Y�(ºC¾�¿ Ê Z �EÆ ¬�Ê ­ �Û�-� µCµ Ê ~ ö õ � �J÷J~ � õ�$�$���  µÈ�C��µ��Ð���{Þ $��g÷J�J÷Èõ�
 Ê
� õ�
�� Ë Ê Â��	[&�R��­'¸^Ë ÊvZ �EÆ ¬�Ê �¢¸ âIá ¸ õgõ	� � õ�$�$���  µ:Ë Ê ÂÃ��[&�g�'­�¸ Z �EÆ ¬�Ê ¶&�'� Ê Â�¸ �-) ¸��� Õ ~ � õ $ ö ��  Ê
� õ	�s� �oÊ ÂÃ� ¬ �'­(Æ³¶ Ê ËJ®g¾F�s»r[�¸���� ·�· ºj� Ê ��®R�h� ÊYZ �EÆ ¬�Ê ¸ â4âWâ ¸ Õ $�� � õ $ öJö   Ê
� õ ö � Ë Ê^ÍFÊ�Î ®R�h�J­h­±�g¸ «�Ê ¶(»À¾��C¸ n Ê �Ñ»¼²C®g¿Ð¸ � º\®R�s� Ê^Í �jÇ Ê ®R�C² ��� · µ Ê ¸ � ¸ õ � ~g÷J÷ Õ  µjµ Ê ÷ Õ ö � ÷�$E~ � ~g÷g÷ Õ   Ê
� õ�$�� ¶ Ê4«^· µ\®g­h®g�z¸ Z �EÆ ¬�Ê ¶(��� Ê Â�¸ ��â µCµ Ê ���Èõ�
 � ���Èõ�$ � õ�$�$���  Ê
� ~g÷�� Z:Ê n »¼� ¬ µ\®g­±´C¸�Ü �E�m� fÐ�¹d,�F�n� �+�n�����g�U�"���rdÑ� � �F�n�?� ¸ Î � ¬|V �gºC¾F�C� ¬:� º ·�· �'­ � ¾F�C�U�J¿õ $ öJö ¸ÈµCµ Ê õ � õ�
 öjÊ
� ~Èõe� � Ê�`{¬ ���'­h¿¼�g�z¸ Î�Ê � · »¼¾'�C¸ n Ê a4®g¿À¾�»Ð¸'¶ Ê a4®g½�»À�C¸e��®R��ºj­h� �#â�) ¸ 
g÷ ö � ~g÷g÷E~�  µ'¹sº\®g�E�¼�µj�{Þ ÷E~g÷J~g÷E~�$ Ê
� ~J~s� n Ê �Ñ»À²\®g¿Ð¸�Ë Ê�ÍFÊzÎ ®n���J­±­h�g¸ «&Ê ¶(»À¾��C¸o� Ê £{»À��®g�'�m¸ Z �EÆ ¬�Ê ¶&�'� Ê Î ���h� Ê ¸ #+á ~J~���$J÷E~

� ~g÷J÷J��  µj¹sº\®R�s�¾�_µC�+Þ ÷E~ÈõJõ+÷�� Õ Ê
� ~g��� Ë ÊsÍFÊjÎ ®R�h�J­h­±�g¸U¶ Ê�` ­¼W ¬ ¸U¹sº\®g�E�¼� µC�{Þ ÷g�J÷ ö ÷ Õ ~ � ®g¾��'µj�F®g²j��µ\®g­h®¢µCºj¯C¿¼»À¾+®g¾'»¼ÁJ�/���Z �EÆ ¬�Ê ¶&�'� Ê �   Ê
� ~ Õ � ¶ Ê�` ­¼W ¬ ¸jË ÊsÍFÊÈÎ ®R�h�J­h­±�g¸s¹sº\®g�E�¼� µC�{Þ ÷g�jõJõV÷jõ�� � ®g¾��'µj�F®g²j��µ\®g­h®¢µCºj¯C¿¼»À¾+®g¾'»¼ÁJ�/���Z �EÆ ¬�Ê ¶&�'� Ê �   Ê
� ~��s� � Ê ¾`��¿¼¿¼®g­h²�¸C¶ Ê�` ­¼W ¬ ¸\¹sº\®R�s�¾�_µC�+Þ ÷ Õ ÷jõgõ ÕJÕ Ê
� ~�
�� Â Ê £�®g¯\®n�+¸-� Ê Ë Ê�� ��­�® ¬h¬ ¿À��­'¸ Z �EÆ ¬�Ê Î �'�±� Ê ­Ã¸ �4ø-# µCµ Ê Õ 
 � �J~ � õ�$�$ Õ   Ê
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� � H�àeØ K HÎäHßJS Ú�Û÷K ØÞÜ � Ú�×ÙØÙázÜHß

Z ­±� ¬ ���E�F® · � ¬ ®R¹Uº Ä ¿Å®�²C� · � ¬ ��­h®g¾�»ÀÁJ�v²C�5£�®g¯\®R�|Æ � ��­h® ¬h¬ ¿¼��­5� ~�
�� ²j�Ã¿Å®,��¹sºC» �g®	�¿¼�'�C¾�»¼®Ñ���E��­±���'¿j�R®g¾ Ä �,�'��� ¬ µ\®R¾�»¼��²C�Ô��»À�C�g��[ ¬ �U»4­±� ¬ �h­h»À�C´J»¼²j��®�¿¼®Ñ½��J�C®,²C�&¶&»¼�j²C¿¼�'­ÆZºC��� ¬ �F®g²C�/� Ì ­ · »¼¾'��²C�{��� · µm��­�®n��ºC­h®
β = 2π

Ê���J� ¬ »À²C��­±� · � ¬
φ(t, x, y1, . . . , yd⊥)

ºC�=¾+® · µo�³�'�`ºC�=� ¬ µ\®g¾'»¼�³²C�^��»¼�j�g��[ ¬ �s»²C�
(d⊥ + 1) + 1

²C» · �'� ¬ »À�J�C� ¬'Ê �ÙºC� ��»À� · µo� · »¼�j�g��[ ¬ �s»Å®R�C�
t
�R°±�C¸�µ\®g­h®qºj��J¯ ¬ ��­±�R®g²j�J­/²C�³¶(»À�C²C¿À��­O�'�

x > 0
�?ÉÈ» ¬ �h�ZºC�2�C�J­h»À½��J�E�h�Z²C� ¬ ºC¾'� ¬ � ¬ �'�

x = 0
ÊÂÃ� ¬ ¾�­±»¼¯C»À­h� · � ¬ ¿Å®*¾��J���\´JºC­h®g¾�»ÀÁJ�H²C�'¿�¾�® · µo�

φ(t, x, yi)
¾'� · �

φR(t, x, yi)
µ\®R­�®

x > 0
ÆZ¾'� · �

φL(t, x, yi)
µC®g­�®

x < 0
ÊCÒ � · � · � ¬ ®�ºC����»¼� · µm���R°±�

t0
�'¿#� ¬ ��®g²C�ÇbºC�C²\® · �'�s��®g¿�²j�Ñ¿Å®¢�h���J­ Ä ® |Ω〉 ¸È¾��J� · ®R�h­h»¼½(²C�'� ¬ »À²\®g² |Ω〉〈Ω| Ê ÂÃ�{®g� Ä ¸sÇb�J­ · ® · � ¬¿Å® · ®R��­±»¼½�²C��� ¬ »¼²\®R²

ρR
²C� ¬ ¾'­h»¼¯j»¼���j²C�*¿¼� ¬ ´g­�®g²C� ¬ ²C�³¿¼»¼¯m��­P�F®g²ð²C��¿"¾�® · µo� µ\®R­�®

x > 0
®/µ\®g­±�h»¼­&²C�¢¿Å®���­�®R½+®/µ\®g­h¾'»Å®g¿�²C�,¿¼� ¬ ´J­h®g²C� ¬ ²C�¢¿¼»À¯o�'­±�F®R²�¿À�È¾�®g¿¼»À½+®g²j� ¬ ����¿Å®­h�'´J»¼ÁJ�
x < 0

〈φ′R|ρR|φ′′R〉 =

∫
DφL〈φLφ′R|Ω〉〈Ω|φLφ′′R〉 . � � Ê õ	 

« ¿zÇbºC�C¾�»À�J�\®g¿�²C��¿z�R®g¾ Ä ���U»¼���j�,²C®g²C�/µo�g­�¿Å®O��ÉÈµC­±� ¬ »¼ÁJ�

〈Ω|φ′Lφ′R〉 =

∫
Dφ e−

R i∞
0 dθ

R
dx dd⊥y L[φ] , � � Ê ~� 

²C�J�C²j�
θ
� ¬ �'¿C��»À� · µo�{²C�(¶&»¼�C²j¿¼��­A��ºC¾'¿ Ä ²j���ÑÆ L[φ]

� ¬ ��¿C¿¼®g´J­h®g�C´J»¼®g�C�Ñ²C�&¿¼®Ã�����g­ Ä ® ÊÍ ´Jº\®g¿ · �'�E���Ñ���'�C� · � ¬ ¹sºC�

〈φ′Lφ′′R|Ω〉 =

∫
Dφ e+

R−i∞
0

dθ
R
dx dd⊥y L[φ] , � � Ê �� 

µo�g­,¿À��¹sºC��µ\®g­h®�¿À� ¬ ��¿¼� · �'�E��� ¬ ²C� · ®n��­h»À½�²C�
ρR
�J¯È�����j� · � ¬ ¸���­h® ¬ ºC�\® ¬ » · µC¿¼�

Õ �
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­h�'²C�¿�C�C»¼¾'»¼ÁJ��®g²C�'¾�º\®R²\®�²j�,¿¼® ¬ �R®g­h»¼®g¯C¿À� ¬ ²C��»À�s�h��´J­h®g¾�»ÀÁJ�z¸È¹Uºj�

〈φ′R|ρR|φ′′R〉 = C

∫
Dφ e−(

R i∞
ε

dθ+
R−ε
−i∞ dθ)

R
dx dd⊥y L[φ] , � � Ê Õ  

²C�J�j²C�
φR(θ = −ε) = φ′R

¸
φR(θ = +ε) = φ′′R � ¾'�J�C²C»À¾�»¼�g�C� ¬ ²C�/¾��g�s�h�J­h�j�   Æ C� ¬ ºC�\®�¾��J� ¬ �F®g�E�h�O²C���j�J­ · ®g¿¼»À½+®g¾'»¼ÁJ� ÊCÎ ®v®g�E�h��­h»À�J­(��ÉÈµC­h� ¬ »ÀÁJ� ¬ �¢µCºC�'²C��Çb�J­ · ºC¿Å®R­�F® · ¯C» Ì �Z����¿Å®OÇb�J­ · ®

〈φ′R|ρR|φ′′R〉 = C

∫
Dφ e−S δ(φR(θ = −ε)− φ′R)δ(φR(θ = +ε)− φ′′R) , � � Ê �� 
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φR(θ = +ε) = φ′′R
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φR(θ = −ε) = φ′R
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