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1. Introduccion

En 1921 el fisico Theodor Kaluza propuso una teoria que intentaba unificar bajo una
sola la gravitacion y el electromagnetismo. Para ello supuso un espacio constituido por cinco
dimensiones; las cuatro primeras eran una coordenada temporal y tres espaciales, ya conocidas
por entonces, pero la quinta resultaba un misterio. Suponer su existencia implica una cuestion
importante: ;por qué no ha sido observada nunca?

Existian fenémenos experimentales que hacian tener en cuenta el tiempo entre las coor-
denadas geométricas, basicamente debidos al electromagnetismo; sin embargo nada parecia
requerir la necesidad de una quinta dimension adicional para explicar lo que ocurria. Ante
este problema Kaluza opté por suponer que, ya que esa quinta dimensién no habia sido ob-
servada, debia ser porque las magnitudes fisicas no tenian ninguna clase de dependencia con
ella, a pesar de su (posible) existencia, anulando asi, en la teoria, toda dependencia con esta
nueva variable.

Trabajando con esta premisa Kaluza obtuvo las ecuaciones de la gravitaciéon y del electro-
magnetismo sin m4is que suponer:

= Independencia de las magnitudes con la quinta coordenada, sin que haya ningtin meca-
nismo que explique por qué si existe dependencia con las cuatro primeras y no con la
quinta.

= La extension de la teoria de la relatividad general de Einstein es minima, es decir, no se
introducen nuevas matematicas, solo se toma el caso de cinco dimensiones.

= La teoria es puramente geométrica, es decir, el tensor de Einstein en cinco dimensiones
contiene la gravitacion y el electromagnetismo sin necesidad de incluir un tensor energia-
momento generalizado ad hoc.

Una posible explicacién para la primera de estas suposiciones fue la aportaciéon de Oskar
Klein a la teorfa, en 1926. Lo que hizo fue suponer que esta quinta coordenada era compacta
con topologia circular, de forma que las posibles dependencias en la quinta coordenada son
periodicas y se pueden expandir en serie de Fourier; suponiendo la escala de compactaciéon muy
pequena, uno se puede quedar s6lo con el primer término de la serie. La intencién original de
Klein era explicar con esto la cuantificaciéon de la carga, pero surgieron algunos problemas que
se comenta al final del trabajo.

La extensién a cinco dimensiones requiere alguna forma de poder diferenciar las magnitudes
pentadimensionales de las tetradimensionales. Para ello introducimos la siguiente notacion:
las magnitudes marcadas con un circunflejo se refieren al sistema con cinco dimensiones,
mientras que si carecen de él al de cuatro; de este modo tenemos que R # R. Para marcar los



indices mantenemos la notacion de letras griegas («, 3. ..) para los indices que van de 0 a 3,
e introducimos los indices de letras latinas mayusculas (A, B...) para los que van de 0 a 4,
siendo 4 la nueva dimensién.

Por ultimo, hablar de una teoria puramente geométrica quiere decir que las ecuaciones
que estamos buscando son Gap = 0, o equivalentemente, Rap = 0, siendo éstos los tensores
de Einstein y Ricci pentadimensionales, respectivamente. Lo que queremos es expresar esto
en funciéon de cantidades tetradimensionales y obtener las ecuaciones de Maxwell y de la
gravitaciéon de Einstein; es decir, de un universo con cinco dimensiones y vacio encontrar las
ecuaciones de la gravitacion y el electromagnetismo en las cuatro dimensiones observables.

2. Meétrica

La forma de parametrizar la métrica tiene bastante importancia, ya que de ella surgira toda
la estructura de los simbolos de Christoffel, y por tanto también de los tensores de Riemann y
Ricci, asi como el escalar de curvatura. Por tanto, la eleccion de la forma de la métrica tiene
implicaciones inmediatas en la forma de las ecuaciones que encontraremos al final al obtener
la ecuacién de Einstein.

En nuestra métrica pentadimensional tendremos que tener presente la métrica tetradimen-
sional convencional g,g, ademds de un vector relacionado de alguna manera con el campo del
foton A,, si queremos encontrar también las ecuaciones del electromagnetismo. Asi mismo,
se debe incluir un campo escalar ¢. Otra forma de ver la necesidad de estas magnitudes es
mediante el contaje de grados de libertad. Nuestra métrica pentadimensional g 45 tendra un
total de 15 grados de libertad dado su cardcter simétrico. La métrica tetradimensional g, ya
da cuenta de 10 de esos grados de libertad, siendo los otros cinco los campos A, v ¢.

Por tanto, en la parte de la métrica que hace referencia a las cuatro coordenadas habituales
(una temporal y tres espaciales) tendremos que tener, por consistencia tensorial, gos(1 +
f(9,A?)) + AaAgh(¢, A?), de forma que si hacemos A, = 0y ¢ = 0 obtengamos la métrica
tetradimensional.

Es natural suponer que en la parte de la métrica que mezcla la quinta dimensién introducida
por Klein y las cuatro dimensiones convencionales tendremos la expresion A.j(¢, A%) que se
anule cuando A, =06 ¢ = 0.

Para la componente de la métrica correspondiente tinicamente a la quinta dimension (en
la diagonal, pues) tendremos (¢, A?) que, como antes, se anula si ¢ = 0.

La forma empleada aqui para parametrizar la métrica es aquella en la que las funciones
anteriormente descritas toman su forma mas simple, es decir

o (9ep+ KPP AnAg k¢P A, O
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donde se puede ver que el factor k acompana al campo vectorial A,,, de forma que las unidades
de k son las inversas a las del campo A, llevando las unidades de la métrica los factores 2.
Esta es la misma métrica que se toma en la referencia [1].

Para encontrar la matriz inversa empleamos la ecuacion g4 BQB ¢ = (52. Como sabemos
que en la parte cuadridimensional nos tiene que aparecer ¢®7, lo cual, contraido con la métrica
Jag; ya nos da una funcion delta en los cuatro primeros términos de la diagonal. Para el quinto
tendra que aparecer el término ¢ 2, con lo que se postula una métrica inversa de la forma
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con el célculo directo se obtiene, finalmente

~MN __ g’“’ —kAY

g - (—kA“ ¢—2 4 ,IC2A2> : (3)
3. Simbolos de Christoffel

Una vez elegida la métrica con la que vamos a trabajar y calculada su inversa podemos
hallar los simbolos de Christoffel para esta teoria. Para ello aplicamos la definicién

.CD
g s A A
IS = 5 (3A9DB +09BJap — 8DQAB) : (4)

Un ejemplo de como se lleva a cabo el célculo es

~aD
Ly =15, = gT 014G pp+9894p — ODJ4gp
=0
~ad . ~od ~ . (5)
97 (8,8946 36§4ﬂ) + % 03944 — 01943
=0
ad LAY
9 [0 (ko2 as) - 35 (h*45)] — “4" 002
Los simbolos de Christoffel obtenidos, tras un céalculo similar para todos ellos, son
A N k2 ad
I3y = Thy+ (05 (67 A5Ay) + 05 (¢° ApAs) — 05 (67 ApA,)]
kQAO‘ 9 9
[86 (6°45) + 0y (¢°45)] , (6)
. . kA“
P =f5 = & [aﬁ (ko? As) — 05 (ké*Ap)] = =00, (7)
.. ga6 )
4 = *Taéﬁb ) (8)
. k2p=2 4+ k3 A?
iy = S o (0245) + 05 (6740)] - RANTY,
k3 A 2 2 2
_— [0a (6" AsAg) + 05 (¢° A As) — 05 (0" AsAuB)] 9)
-2 + k2A2 k_2A5
M= = T 0 - B (0 (045) - 05 (6245)). (10)
. kA®
P?14 = 78(;(1)2. (11)

Estas expresiones son un poco tediosas pero aun se pueden simplificar un poco teniendo
en cuenta ciertas propiedades y definiciones. Por ejemplo, podemos emplear la métrica tetra-
dimensional para subir algunos indices en la forma habitual, asi tenemos que g**9,¢? = OH¢?
o g"v A, = A*. Sin embargo hay que tener cuidado cuando el indice que queremos subir esta
dentro de una derivada, ya que en ese caso tenemos que tener en cuenta que la derivada que
estamos tomando no es covariante, es decir

g oLA, = D AP — A0, 9", (12)



donde 0,g"" se puede calcular con 0yg"” + Ff; /\g/\V + F,’;)\g“)‘ = V,g"" = 0 por la definicion de
derivada covariante.

Entonces, desarrollando las derivadas que aparecen en las ecuaciones para los simbolos de
Christoffel y empleando algunas métricas para subir indices se tiene

) 2 42 k2
re, = Tg, + ?gaé (FpsAqy + FisAg) + - AgAy0° 6%, (13)
- - k
P55 =50 = 3 (66" Fpy — 40°0%) (14)
. 8a¢2
4 = T (15)
4 k 2 2 k
k3 A2 2
f?A ¢ (Fa)\Ag + FﬁAAa — AaA/ngS ) s (16)
- - 1 k?¢? k2
1y =T% = 27528@2 + —z‘z’ AYFyp + = AgA0,6" (17)
ry, = gAGaEqb?. (18)

Estas ecuaciones son menos engorrosas que las anteriores y en ellas hemos definido el tensor

F = 0,4, — 0,4,

Comentarios sobre F),,

Sobre el tensor F},, se hace necesario realizar algunos comentarios importantes a la hora
del céalculo del tensor de Ricci, pues son cuestiones que aparecen durante el calculo y conviene
tener presentes.

= La primera propiedad es muy conocida, y es que este tensor es antisimétrico en sus
indices, es decir, F,, = —F,,.

» La forma de subir un indice no es trivial, ya que g**F),, # F*, = 0A, — 0,A%; la
demostracion es sencilla

9 F = ¢g*"(0uAy, — 0,A,) = 0%A, — g0, A, = 0%A, — 0, A% + A,0,9*", (19)
donde se ha utilizado la ecuacion (12).

» A pesar de lo anterior, subir dos indices si es sencillo, ya que ga“gﬂ”FW = F3; la
demostraciéon también es sencilla

99" Fy = g (0" Ay — 0,A% + A,0,9°") = 0" A" — 9P A% + 4,07 g** — A,0%g"
= F 4 A g7 (T, +T5,97) — g2 (TR,0™ + T5,0™) | = F*2,
(20)

donde se ha aplicado la definicion de derivada covariante. Es necesario adelantar esta
circunstancia pues aparecerd posteriormente en el cdlculo del tensor de Ricci.

s Ademaés, por la misma situaciéon que se da en el caso anterior, tenemos también la
igualdad F),, = 0,4, —-0,A, =V, ,A,—-V,A,, de hecho, una vez sabido esto demostrar
la propiedad anterior es trivial.

= De la tercera propiedad se saca gﬂ”AaFag = Aaga"gﬁ”Fag = A F*.



4. Tensor de Ricci

Una vez calculados los simbolos de Christoffel los podemos emplear para calcular el tensor
de Ricci usando la definicion

Ryn = fLMN,L - f‘ﬁ/[L,N + 1§, 08w =T8T, (21)

aplicando después las ecuaciones Ry = 0 para encontrar la dindmica del campo gravitatorio

libre en cinco dimensiones. En realidad la ecuacién seria Gy ny = Ryn — g”%R = 0, pero las
dos ecuaciones son equivalentes siempre que no estemos en el caso bidimensional.

R44

De la ecuacion para R4y se obtiene con simplificaciones bésicas y teniendo en cuenta lo
dicho anteriormente

Ryy = fz1\4,A + IS + T — Do T — Tl
k2 1
I+ Z¢4Faﬁpaﬂ + 0 20502

= —%(9,\ (3)‘(?2) - s 42

2
k‘2
N (dxﬂb) — GO GT o + 6 Fag P + 06050

k2
= —¢0¢ + 6" FupF™".

Ra4
Para el término R4 las cuentas aumentan considerablemente, pues los simbolos de Chris-
toffel involucrados tienen mas términos; los cilculos dan

Ros = IA‘?y4,,\ + 10,07, + T Ih, — To 07, — T30,
k 2 k 277\ k 2 k3 4 o
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= kd)a ¢Fan =+ §¢ \% Fa)\ - k¢D¢Aa + ZQS AaFuVF - §¢a ¢F)\o¢

k k
+ 20 0 0N0" Aa — 10"V An + 107Va Ay (23)

k k3
- gkd)@"qﬁFw + §¢2VAFM — k¢OgpAq + Zqmapwpw

Rap
Con el calculo de Raﬁ se tiene
Rapg =055 — (Tax+Tan) s+ Ty + Ti)Tas + @0y + Ta)Tg

A Ay A LA A 24
—T0a00 — Taslan — Tagl'%y — TisTas, 24



donde los términos entre paréntesis se calculan directamente con las expresiones de los simbolos
de Christoffel, arrojando

. N 1
A+, = T+ ﬁaaqs? + k2 A, A, 077, (25)
. “ 1
To+T0, = Ton+ 273260& + k2 Ay A0 67, (26)
)\ +0%, = o (27)

Se puede ver que los términos que involucran a las ecuaciones (25) y (26) forman la derivada
covariante Vg (fg\y)\ + f“éA) = Vg <F3A + ﬁ@aﬁ + k2AaAn8”¢2); aqui aparece el término
F;\M.B, necesario a la hora de excribir el tensor de Ricci tetradimensional (los otros términos
necesarios se deducen claramente de las expresiones (24) y (13)). Con todo esto se llega a

. 1 k22 3
Rag =Rag — Evﬁ (Oud) — Td)FﬁnFa” + §¢k2aA (FarAp + FppAq)
¢2k2 N A 5 k‘4¢4 (28)
+ 5 (v FaxAs+V F@AAQ) ~ K A0 AT + "~ AaAgFu F.

5. Ecuaciones del movimiento

Si ahora imponemos la condicién RMN = 0 obtendremos las ecuaciones del movimiento
que se desprenden de la metrica (1). Por tanto, si igualamos (22) a cero, se tiene

2
O¢ = %¢3FaﬁF@ﬂ, (29)

que es la ecuacion que nos da la evolucién del campo escalar ¢ y, como vemos, depende del
potencial vector A, por medio del factor F2.
Aplicando la ecuacion (29) en (23) se tiene

. 3 k
Raa = Sko0"¢Fay + 56"V Fan, (30)
que, al igualar a cero, nos da
A ¢
V F)\a - _37F)\0¢' (31)

Introduciendo los resultados (29) y (31) en (24), las componentes cuadridimensionales del
tensor de Ricci se implifican a

R 1 k2¢)2
Rag = Rap — gvﬁ (0a) = —5—FinFa, (32)
con lo que, igualando a cero, obtenemos
1 k2 2
Rap =3V (Oag) + 2¢ FpnFa". (33)



Si le calculamos la traza a (33) y la multiplicamos por go‘ﬂ obtenemos
1 1 2¢2 w _
igaﬁR —790469 R,uz/ = Jap 2¢D¢ + gozBF;wF
2¢2
=908 D(b 9aBs7 ¢+ gaﬁF VFW/ =
¢ 2¢
(34)
1 k?2¢2 . 2¢2 .
:gaﬂgm(ﬁ —GaB—5 3 F,uVFu 4 ga,BF;wF'u =
1 k24?2 F,, 1
— ey s
gaﬁ¢ ¢ + 9ap 9 4 5
donde hemos utilizado la ecuacion (29) para obtener la expresion final.
Combinando (33) y (34) tenemos
k2¢2 om 1
Gaﬁ 9 af + = & [ o (aﬁd)) - gaﬁD¢] ) (35)

Frv
es el tensor

donde Gog = Rog — %gaﬁR es el tensor de Einstein y aﬂ = F."Fgy — gap Fu
energia-momento del electromagnetismo.

Las ecuaciones (29) y (31) coinciden con las que se dan en |1], sin embargo la ecuacion (35)
presenta un signo negativo relativo en el término G,g al compararla con la ecuacién dada en
la misma referencia.

6. Meétodo variacional

Para el estudio de la teoria de Kaluza-Klein desde un punto de vista variacional necesitamos
definir la accion a minimizar. Siguiendo la segunda suposicion de Kaluza (que no necesitabamos
formulas nuevas) partimos de la generalizacion a cinco dimensiones de la accion que da la ley

de gravitacion de Eistein
x /d5x\/§R, (36)

donde la accién es proporcional a una integral pentadimensional, R= gMN R es el escalar
de curvatura y g es el determinante de la métrica (1). La constante de proporcion se puede
escoger de forma que la accién nos quede finalmente con los factores de la ecuacién de Einstein.

Para el calculo del determinante de la métrica primero se comprobd con una aplicacién
informatical que la expresion del determinante era totalmente independiente del campo Ay,
con lo cual podemos hacer A, = 0 en la expresion (1) y obtener asf § = g¢?, con g = det(gags),
de forma trivial.

6.1. Escalar de curvatura

La definicién del escalar de curvatura a partir del tensor de Ricci es

R=§"PRap = 4" Rop + 20" Ros + §* Rua, (37)

! Mathematica v5.2 for Students



de donde, usando (3), (22), (23) y (28) se obtiene

> 1 k2¢2 2 21.2vA e 2 42 k2¢4 2 12 2 A [e]
R:R—qus— 5 I S RVIFNA® — FPANO¢ + — = AT = 3k7607 pFar A
4 44 2 12 4 44
— K2¢AVAF\AY 4 2k2 A% p0¢ — %AQFQ — ;m + %FZ — k2A%00¢ + %A%?
2 k2¢2
=R--0¢— F?
R qb ¢ 4 )

(38)

con F? = E, Fr.

6.2. La accion de Kaluza-Klein

Empleando que % = V. (%) + %ﬂ se puede expresar el segundo sumando de la
ecuacion anterior en funcion de una derivada total (que al escribir la expresion de la accion
podemos ignorar) y otro término mas, obteniendo
R 2 »?
S=[d = —— 0\ g — —F, F" ), 39
/ ‘r\/gqb <167TG k2¢2 >‘¢ (b 4 224 > ( )

ecuacion que coincide con la de la referencia [1] salvo por el factor numérico en el segundo
sumando, que en dicho articulo vale 2/3 y los signos relativos entre la parte gravitatoria y el
resto de la accion.

La constante presente en la expresiéon de la accién la hemos escogido igual a (kz2 / dac4)71,
de forma que asi obtenemos un factor 1/(167G) multiplicando al término con R (cuando
expresamos k en funciéon de la constante de gravitacion universal mediante k = 4v/7G) y
eliminamos la integral en la quinta coordenada, que al ser una coordenada compacta tendra
un valor finito.

6.3. Reescalado conforme

Un gran inconveniente de la accion (39) es el factor ¢ global que, entre otras cosas, hace
que la parte gravitatoria de dicha accién no esté en la forma canénica.

Esto se puede arreglar explotando la posibilidad de escoger una métrica con un factor
general multiplicando a la que hemos empleado, en un proceso denominado reescalado confor-
me, es decir, explotamos la posibilidad de escoger la métrica para obtener, al final, el término
gravitatorio en la expresién para la acciéon consecuente con la teoria de Einstein.

Antes de continuar con esto, lo que haremos sera hacer el cambio ¢> — ¢ en nuestra
métrica original, de forma que el factor que aparece multiplicando a la forma canénica es un
factor ¢!/2. Con esto tenemos la métrica

~ — gaﬂ+k2¢AaA,8 k¢Aa> 40
9aB < k‘qu/g ¢ ) ( )
que hace que la ecuacion (39) quede como
R 1 &
— [ d* RN - Ap— ZF, FH ). 41
5= [ ateviol (1ts - gm0 - Srr) (41)

Para evitar ese factor adicional se puede llevar a cabo lo que se llama un reescalado
conforme, que consiste en redefinir la métrica como §'s5 = Q2§ 45, donde Q depende sélo de



las cuatro primeras coordenadas. El efecto de ésto en el escalar de curvatura tetradimensional

es
HlY)

R—R =Q7? (R + 69> : (42)
y sobre el determinante de § 45 es simplemente § — § = Q19g, por tanto, ahora el escalar de
curvatura tetradimensional en la expresién (41) vendria multiplicado por un factor Q3, con
lo que si escogemos 2% = ¢~/3 ya habrfamos eliminado el factor ¢!/2 no canénico que nos
aparece. Al hacer esto veamos c6mo nos varia el término que va con 9y¢0 ¢ de la accion:

oo 1, hQQ NG~V =6 10,0070
6? == GV)\ (QV Q) + 6 Q2 — 6 ¢*2/6 == 6 ¢2 5 (4:3)
y por tanto la accién queda como
R 1 )
= 4 - A ¥ uv
S /d /g <167TG 3k2¢28’\¢8 10} 4F,WF > , (44)

donde vemos que, ahora si, el factor gravitatorio de la accién aparece en su forma candnica.
Al igual que antes, ademas de la inconsistencia en los signos, se tiene que el factor numérico
del segundo sumando no coincide con el dado en la referencia [1]| (con valor 1/6), que a su vez
toma de [2].

7. Recuperando otras teorias

Teorias de Einstein y Maxwell

Una vez obtenidas las ecuaciones (29), (31) y (35) el siguiente paso a realizar es obtener las
ecuaciones de Einstein y Maxwell usuales. Para ello tomaremos el caso en que ¢ = 1, que es el
caso que estudiaron originalmente tanto Kaluza como Klein. Al hacer ¢ una constante todas
las expresiones en las que aparezca una derivada del campo escalar se ven simplificadas. Asi,
poniendo la magnitud del campo igual a la unidad, también nos desaparece la dependencia
explicita en el campo, obteniendo unas ecuaciones que sélo dependen del tensor de Einstein y

del tensor £y, a saber
k2
Gap = TG, (45)
V.5 = 0, (46)

que no son otras sino las ecuaciones de Einstein y Maxwell (escribiendo, al igual que se hizo
anteriormente, k = 4\/@) Esta serfa un gran resultado si no fuese porque el caso ¢ =
1 s6lo es consistente con la ecuacion (29) si F2 = 0, lo que implicaria que el término de
evoluciéon del campo electromagnético presente en el lagrangiano se anula, desapareciendo el
electromagnetismo de nuestras ecuaciones.

Si partimos de cualquiera de las expresiones para la acciéon que se han escrito antes, to-
mando ¢ = 1, se obtiene

R 1 )
5= [ atavi (g5 — ") )

que no es méas que la accién de gravedad acoplada al electromagnetismo.



Teoria de Brans-Dicke

Si no se toma ¢ = cte aparece un término correspondiente a un campo escalar ademés
de los efectos electromagnéticos y gravitatorios. Este campo escalar resulta evidente al no
considerar electromagnetismo alguno (haciendo A, = 0). Sin tener en cuenta el potencial
vector A, la métrica original con la que trabajamos es

. g 0
o= (%" ), ()
y, tomando el caso particular de (39), obtenemos la accion
R 2 0xp0'¢
= [d* - " 4
S / e (167rG 2o ) (49)
que es la accién de Brans-Dicke si identificamos la constante adimensional (w) de la teoria

como w = %

8. Coordenada compacta

Durante el desarrollo de la teoria que se hizo aqui se ignoré totalmente la quinta dimensioén,
pero no se explicéd el por qué. Una posible explicacion la dio Klein explicando que la depen-
dencia con esa coordenada, de hecho, existia, pero era extremadamente pequena. Para ello
hizo dos suposiciones para una quinta dimension de tipo espacial (al igual que las dimensiones
generalmente etiquetadas con 1, 2 y 3):

= Posee una topologia circular S!.
= Su escala de longitudes es pequena.

De la primera propiedad se desprende que cualquier cantidad f(z,y) es periddica en la
quinta dimension, es decir, f(z,y) = f(z,y + 27r), con r el pardametro de escala de la quinta
dimension y z = (20, 2!, 22, 23). Siendo esto asi, cualquier cantidad se puede expandir en serie

de Fourier, y en concreto la métrica gog(x,y) y los campos A,(z,y) y ¢(z,y), quedandonos

gap(ry) = > gW@)e™, (50)
Aaly) = Y AP @)™ (51)
dlay) = Y oM(x)e . (52)

De la mecénica cudntica sabemos que cada modo de la serie de Fourier lleva un momento
en la direccion de la quinta dimension de orden n/r, entonces, si el parametro de escala r
es pequeno (como propuso Klein) estos momentos serdn de una magnitud enorme y solo los
modos con n = 0 serdn observables. Si nos quedamos s6lo con el modo fundamental de las
cantidades es cuando la deduccion de las ecuaciones (29), (31) y (35) hechas antes son validas,
ya que ahi no hay dependencia con la quinta dimension; es el llamado ansatz de Kaluza-Klein.
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Carga cuantizada

Ademas de explicar la asuncion original de Kaluza sobre la no dependencia de las cantidades
con la quinta coordenada, la idea de Klein de una dimensién compacta que conlleve una
expansion en serie de Fourier nos da un posible mecanismo que explicase la cuantizaciéon de la
carga. Si se introduce un campo de materia 1) = > H™ expliny/r] (que no sabemos a priori

n
con qué se corresponde fisicamente) y escribimos la accion correspondiente a este campo (s6lo
con parte cinética, sin interacciones) tenemos

S5 = - [t [ dy /50" 0ai, (53)
y podemos expandir de nuevo el campo 1[1 en serie de Taylor, para evaluar las derivadas segun
01504t = (5P 0p) 04 = 90000 + g™ Db Oat + g4 DatiOr) + gMOuDOND,  (54)

donde los términos de la métrica inversa vienen dados por la inversa de la métrica (40).
Haciendo el calculo se obtiene

BA2 o

" 1&2> . (55)

O foud = 3 (00 - ka0 - M kawion - o
~ T r or

r2

Si nos fijamos en la accion (44) de la que partimos, vemos que, aunque tenemos el término
gravitatorio en su forma canonica, no ocurre lo mismo con el factor electromagnético. Esto se
puede solucionar haciendo la redefinicion del campo eléctrico segtin A, — A;L =A,/ #1172, de
esta forma el tensor F),, cambia como

_ 1
Fu — F, = ¢"'?F,, - % (A, 00¢ — ALOs0) , (56)
que, al contraerlo consigo mismo, nos da
Fu F" — F| F'" = ¢~ F,, F", (57)

quedando la accién en su forma candnica.
Esta redefinicion del campo eléctrico nos lleva a una accién para el campo de materia v

S, = —/dy/d4:c;\/§ [<8O‘+ :?/%AO‘> W (%+%Aa>u§— ;ﬁiw?] (58)

donde se ha hecho un cambio n — —n para recuperar la expresion dada en [1].

Si comparamos la expresion recién obtenida con la regla de acoplo minimo de la electrodi-
namica 0, — Oy +ieA, (siendo e la carga del electron) se observa que en esta teoria el modo
n-ésimo de Fourier para el campo escalar Qﬁ posee una carga cuantizada

_nk _ nV/16rG

donde se usa k = 4v/7G como antes. Se ve asi que el modo con n = 0 (que es el empleado
en la deduccion de la teoria de Kaluza-Klein) no posee carga eléctrica ninguna asociada a él.
Ademas, podemos asociar la carga del electron al siguiente modo (n = 1) para estimar la escala
de longitudes (r1/¢) de la quinta coordenada, o viceversa, predecir el valor de la constante de

(59)
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estructura fina escogiendo bien nuestro 7/¢. Si se toma como escala de longitudes la longitud
de Planck se obtiene

; (60)

que es un valor muy diferente al de la constante de estructura fina, pero que se podria aproximar
més estimando mejor el valor de r+/¢.

Masa

Sin embargo, a pesar de lo que hemos visto sobre la prediccion de cargas cuantizadas, esta
teoria presenta un problema grande al predecir las masas de los modos asociados a dichas
cargas. Segun se ve en la expresion final para la accidén de 1[), la teoria da una masa para el
modo n-ésimo de este campo con valor

o nl
n T\/&?

que es inversamente proporcional al radio de la quinta dimensién. Si este radio es pequeno
(como se exige para poder imponer la condicién cilindrica y como se podria deducir de ver
la prediccion que la longitud de Planck da para la constante de estructura fina) tendremos
una masa asociada enorme, del orden de la masa de Planck mp = 10GeV, con lo que
ya no podriamos asociar el modo n = 1 al electrén, ni a ninguna otra particula conocida.
Asi, esta teoria no es valida a la hora de predecir la existencia de particulas cargadas, ya que
éstas aparecen con una masa asociada enorme. Este hecho supuso el abandono de la teoria de
Kaluza-Klein en 4 + 1 dimensiones, pero en los ultimos anos se han creado teorfas similares
en 4 + n dimensiones, donde las n dimensiones adicionales son compactas.

(61)
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