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1. Introduccion

Hacia finales de la década de 1960 las interacciones electromagnéticas y de la fuerza débil se
explicaban mediante el intercambio de bosones vectoriales entre fermiones. La electrodindmica cuéntica
(QED) tuvo tanto éxito en su poder predictivo que se tomé como modelo en posteriores explicaciones de
las interacciones de la fuerza débil (y de la teoria electrodébil, que unifica QED y la fuerza débil), aunque
se necesité recurrir a la rotura espontanea de simetria para poder describir los bosones intermedios
encontrados en el laboratorio: Z° y W*. Esta rotura espontanea de simetria es fundamental para
explicar las masas de estos bosones, ya que las ecuaciones dinamicas de éstos (en QED las ecuaciones
de Maxwell) no permiten la existencia de masa para los bosones.

Sin embargo, no estaba claro que una teoria basada en el intercambio de bosones vectoriales se
pudiese aplicar a la interaccion fuerte. Esto ese debia en parte a la inexistencia de quarks (los fermiones
de la teoria) libres; la existencia misma de los quarks no fue, por tanto, determinada por la observacion
de los mismos, surgieron como un modelo que explicaba los nimeros cuanticos y el espectro de los
hadrones. Otro inconveniente para aplicar una teoria con intercambio de bosones a la fuerza fuerte es
el debido a que esas interacciones son muy intensas; no se podria aplicar la expansiéon en diagramas
de Feynman ya que, como es un método perturbativo, requeriria una constante de acoplo pequena. Si
el acoplo es grande (como parecia el caso, ya que no se observaban quarks libres) entonces no se sabia
si la serie llegaria a converger o, si lo hacia, cuidntos diagramas harian falta.

Sin embargo surgié un hecho experimental que parecia solventar el problema de la intensidad de
la fuerza, dando un apoyo inesperado a una teoria cuantica de campos con intercambio de bosones
vectoriales, a saber, cuando la transferencia de momento entre una sonda electromagnética (tipicamente
un electréon o un muon) y el hadrén era grande, las interacciones fuertes parecian desaparecer. Esto
era algo propuesto por Bjorken antes de la realizacién del experimento, aunque fue Feynman quien lo
explicd, unos anos mas tarde.

2. Dispersion de un fermién mediante un electrén

Este es un diagrama que aparece varias veces a lo largo del trabajo y que se trata de una interaccién
de QED, con lo que se escribe aqui la soluciéon a éste. La dispersion de un fermion mediante el
intercambio de un foton con un electrén viene dado, a primer orden, por el siguiente diagrama:
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donde s = (k+p)?=2k-p,t=(k—k)?=—-2k-k' =¢*> yu=(k—p')? = —2k-p son las variables
de Mandelstan, que cumplen s + ¢t + u = 0 para particulas sin masa (aproximacién ultrarrelativista).
Integrando en espacio fase y expresandolo en funcién de las variables s, t y u tenemos

do _ 2m02QF (% + (s + 1)’
dt  s? t2 '

(2)

Si queremos la seccién eficaz total solo tenemos que integrar en la variable t; expresandolo todo
en funcion de las variables cinematicas en el centro de masas (considerando el dngulo de dispersion
respecto al haz incidente, energia y momentos iniciales), se obtiene
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o= <o (3)
con o &~ 1/137 la constante de estructura fina y F la energia en el centro de masas del sistema.

El proceso de QED estara presente en los célculos de la cromodindmica cuantica (QCD) porque
éstos sblo van a influir a la hora de determinar la influencia de los quarks que darin lugar a las
reacciones, pero los procesos estudiados seran interacciones con leptones, que no sienten la interaccion
fuerte, con lo que los quarks interaccionaran electromagnéticamente con ellos.

3. Modelo de partones

Este modelo surgi6 para explicar una prediccion de Bjorken confirmada experimentalmente: que a
altas energias las interacciones fuertes desaparecian y al explorar los hadrones con una sonda electro-
magnética, sin importar la energia inicial del electron o muoén contra el hadrén (siempre y cuando nos
mantengamos en el régimen de altas energias), el resultado obtenido siempre era el mismo.

Las asunciones necesarias para explicar lo observado son (tomaremos siempre como sonda electro-
magnética un electréon y como hadron de prueba un proton):

= El protén estd compuesto por unos constituyentes, llamados partones, que interaccionan muy
débilmente entre si.

= Los partones no pueden intercambiar entre ellos mucho momento mediante la interaccion fuerte.

= Algunos de esos partones poseerdan carga eléctrica, luego seran susceptibles de sufrir scattering
con un electrén e incluso llegar a ser arrancados del protén si se le da la energia suficiente.

Este modelo se refiere siempre a partones como partes del hadréon a estudiar. No se le llama,
quarks porque en el momento en el que fue propuesto no estaba nada clara la existencia de éstos. Fue
posteriormente, gracias a QCD, que se asocio a los partones con los quarks. Actualmente sabemos que
en estos partones se deben incluir los quarks que forman el hadrén, posibles pares quark-antiquark que
se formen al polarizar el vacio en su interior y los gluones que mantienen todo el hadrén cohesionado.

El diagrama que da cuenta del intercambio de un fotén entre el electréon y un partén del protén es
el siguiente:

electron k k!

protéon P

donde ¢®> = (k — k’)? = 2 < 0 con t la variable de Mandelstan. Se suele trabajar con la variable
Q? = —¢* > 0 por ser definida positiva.

Feynman explico el modelo de partones suponiendo que éstos portaban cada uno una fraccion &
del momento longitudinal del hadrén original, y que ademés no poseian ningiin momento transverso
en absoluto, en resumen:



| proton  parton

Energia E 13
Momento | P p= 513
Masa M m=&M

donde la tltima fila viene dada por las otras dos mediante m = \/£2E2 — £2P2 = ¢,

Para cada partén tendremos una indeterminacion en el momento dada por Ap ~ h/Az, donde Az
es del orden del tamafo del protéon. Con dicha indeterminacién no podremos saber nunca qué fraccién
de momento ¢ lleva cada partén, pero si podemos definir una distribucion de probabilidad f;(£)dx (el
subindice i da cuenta de cada tipo de parton presente en el protén) de que esa fraccion esté en la
region (&, € 4 d€), siendo una funcién a determinar mediante el experimento. Hay que explicitar que se
esta suponiendo que esta distribucion f; sélo depende de la fraccién de momento que lleva el partoén,
algo que habra que comprobar experimentalmente.

La cinemaética del experimento nos da una relacién entre la variable de Mandelstan S = (P + k)?
que se refiere a la colision entre el proton y el electrén y la variable s = (p + k)2 que se refiere a la
colisién entre el partén y el electréon

s=(p+k)?=2p k=2P k=¢S. (4)

Ademaés podemos encontrar una relacion entre la fraccion de momento £ y el momento transferido
por el electréon g#
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ONMquark (p+Q)2:2pq4>q2:2€Pq7Q2:>§: =2, (5)
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donde 3P =& por definicién de .

De cada electrén dispersado se puede sacar Q2 y = (conociendo k* y P* y midiendo k/“) y por
tanto ya tenemos nuestra seccién eficaz expresada en funcién de observables del experimento. Sumando
a todos los partones y teniendo en cuenta las distribuciones de probabilidad para el momento de los
mismos se obtiene, con la ecuacién (2), lo siguiente
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Si quisiésemos tener la seccion eficaz diferencial dependiente tan solo del cuadrimomento transferido
por el electrén habria que integrar en x la expresién anterior, obteniendo
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donde la funcién theta de Heaviside se refiere a la condicion cinematica Ecpyr > Etrans (s > [t]).
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Volviendo a la ecuacion (6) podemos dividir por con el factor electromagnético
comprobamos que nos queda un valor constante. Eso es el llamado scaling de Bjorken y sera cierto
siempre y cuando las distribuciones de probabilidad de los partones no dependan del cuadrimomento
transferido, ya que si lo hiciesen se encontraria que el cociente de la seccion eficaz con el factor
electromagnético si presentaria una dependencia con el valor de Q2.
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Figura 1: La ecuacién (6) dividida por el factor mu_@%, en funcion de x y a varias energias.

En la figura 1 vemos que experimentalmente parece existir el scaling de Bjorken (independencia del
cociente antes descrito con Q?) para distintos valores de la variable x. Por tanto, a altas energias (en
el grafico se muestran mayores que 7GeV') se encuentra que la estructura del protéon no varia ante una
sonda electromagnética, sin importar la energia de ésta. Esto se debe a que el tiempo en el que ocurre
el scattering es mucho menor que la escala de tiempos caracteristica para la interaccion entre partones
del protén. En efecto, en el sistema en el que el protén esta en reposo se tiene ¢° = Pﬁf = 22\2@ para la
energia intercambiada por medio del protén virtual. El tiempo de scattering sera At ~ i/q" < I/ My,
siendo este ultimo el tiempo caracteristico de interaccién entre partones.

Por tanto, Bjorken implica que en un proceso de scattering tan rapido se pueden ignorar los efectos
de la interaccién fuerte, es decir, los partones se pueden considerar libres en procesos a alta energia.

Es habitual trabajar con las variables x e y = ;’Z que son adimensionales y acotadas entre 0 y 1.
En el sistema en el que el proton estd en reposo se tiene que y = ¢°/k° es la energia transferida del
electron incidente al sistema hadronico. Para expresar la seccion eficaz de la ecuacion (6) tenemos que
expresar las Q2 como funcién de z e y

2
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Expresado con las nuevas variables la ecuacion (6) tenemos

= (2 wﬁ(fﬂ)@?) T (e asw?), (10)

donde el primer término entre paréntesis es un factor que depende tinicamente de la composicion del
proton, independiente de los detalles del scattering, y el dltimo término es la llamada relacidn de
Callan-Gross en el scattering entre un electrén y un fermion.




4. Las funciones de distribucién

Como el modelo de partones parece describir de forma aceptable las observaciones experimentales,
se puede emplear para encontrar las funciones de distribucién y aprender asi algo sobre la estructura
de los hadrones.
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Figura 2: Funciones de distribuciéon en el protén para diversos quarks y gluones.

Observando la figura 2 se ve que la mayor parte de la contribucién al momento de un protén viene
dada por los quarks u y d (los quarks méas pesados ¢ y b apenas contribuyen y no se incluyen en
la figura), como era de esperar, ya que segin el modelo de Gell-Man son los quarks principales en la
estructura del proton. Las contribuciones de antiquarks y los quarks s y ¢ viene dada por la polarizacién
presente en el protén cuando investigamos su estructura mas de cerca. La funcién de distribucién de
los gluones (que atn no fue introducida) se da aqui por completitud y vemos que también tiene mucha
importancia a la hora de describir el proton (sobre todo cuando x es pequeno).

Como las distribuciones partonicas dan las probabilidades de encontrar los constituyentes de los
hadrones, es natural normalizarlas de forma que cumplan

Aldw[fu(x)—fu(fv)] - 2, (11)
/Old:c[fm)fd(m)] -1 12)
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Ademas, ya que el momento total de los partones debe sumar lo mismo que el momento del hadrén,
se tiene

/O drx[fu(®) + fa(x) + fa(r) + fo(2) + fs(2) + fs(2) + fel@) + fe(@) + fo(x)] = 1. (15)

Ademas, de los experimentos se deduce

/0 drxfg(z) = %, (16)



de donde se sabe que los gluones colaboran con la mitad del momento del protén, mientras que la otra
mitad viene de la contribucion de quarks y antiquarks.

5. Partones asintéticamente libres y QCD

El hecho de que se comprobase experimentalmente que la interaccion fuerte desaparecia en procesos
de alta energia fue desconcertante, ya que ninguna de las teorias cuanticas de campos conocidas en
la fecha poseia una propiedad similar, todas veian aumentada la interaccién a medida que aumentaba
la energia. Fue mediante el uso de la renormalizacién cuando se demostré que teorias que mostraban
esa propiedad (ser asintoticamente libres a pequeflas distancias, o lo que es lo mismo, altas energias)
para sistemas de cuatro dimensiones eran las teorias gauge no abelianas. Fue este tipo de teorias la
que permitié hacer un modelo basado de fermiones que intercambian bosones vectoriales para explicar
la interaccion fuerte, siendo no abelianos los bosones vectoriales.

Esa teoria se desarroll6 pero no recuper6 los resultados de Bjorken de forma exacta, aparecieron
algunos términos correctivos ya que se calculé que la constante de acoplo no se llegaba a anular con
ninguna transferencia de momento finita. Esto implica que siempre habré alguna interaccion entre los
partones hadroénicos y que puede haber un intercambio alto de momento entre ellos.

A medida que se mejoro la precision de los experimentos se comprob6 que, de hecho, el scaling de
Bjorken era violando. Esto implica que existe una dependencia (pequena pero medible) de la distribu-
cion de probabilidad f;(z) con Q?, situacién que en el modelo de partones no se daba por construccion.

Ahora que ya se sabia que la interaccion fuerte era una teoria gauge no abeliana habia que buscar
cuél de todo este conjunto de teorias era el modelo més apropiado para explicar las observaciones
experimentales.

El modelo de quarks propuesto por Gell-Mann para explicar las propiedades de bariones y mesones
presuponia una simetria interna para SU(3) para los quarks, que se llamoé simetria de color. Fue esta
simetria SU(3) la que se identifico con la simetria gauge no abeliana que se estaba buscando, y el
desarrollo de la teoria dio lugar a la cromodindmica cuéntica, siendo los gluones los cuantos asociados
al campo gauge.

La QCD poseia la propiedad de la libertad asintética por ser una teoria gauge no abeliana, y por
tanto es tratable con un método perturbativo en el régimen de altas energias. A energias mas bajas
la constante de acoplo se hace muy grande y ese método no es aplicable, se tiene que recurrir a otros
tratamientos como QCD en una red, que explica por qué los hadrones tienen que ser singletes de color
o por qué no se observan quarks aislados.

Nos centraremos en QCD a altas energias y su expansién en diagramas de Feynman, donde la
constante de acoplo es pequena gracias a la propiedad de libertad asintética mencionada antes.

6. El modelo de partones y correcciones en QCD

A continuacion se muestran algunos ejemplos de como se obtiene el modelo de partones en QCD
(basicamente como orden més bajo en la serie de perturbaciones) y las correcciones que se deben hacer
al modelo por el cambio en la constante de acoplamiento s con la escala de energia a la que se esta
trabajando y por la evoluciéon de las funciones de distribuciéon f; con la misma escala de energia.

6.1. El modelo de partones como férmula al orden mas bajo

Aqui vamos a intentar derivar los resultados sin usar mas asunciones que las propias de la aprox-
imacion perturbativa a una mecédnica cudntica de campos. En este caso, el momento trasverso de los
quarks es practicamente nulo, ya que no son capaces de adquirirlo excepto a través del intercambio
de un gluén duro, pero ese proceso estd muy suprimido por la pequeniez de la constante de acoplo
fuerte as(Q?) a altas energias (hecho que se vera mas adelante); por lo tanto, se puede asociar a cada
quark un momento p = £P con 0 < £ < 1. Tampoco se tienen en cuenta, a orden méas bajo en ag, la
emisién o el intercambio de gluones durante la colision. Para ello se utiliza la misma cinemaética que
la empleada para la deduccién del modelo de partones



electron k k!

protéon P

Las distribuciones de momento f;(£) no son computables en QCD porque dependen de procesos
de intercambio de gluones blandos que determinan la estructura del protén a partir de la interaccién
entre quarks y gluones. Se introducen aqui como funciones a determinar por el experimento.

La seccion eficaz total para el proceso inelastico de reaccion dado por la figura superior recibe
contribuciones de todos los partones presentes en el proton. Ademas, como cada partén va a estar
ponderado con la funcién f;(€), es necesario integrar para todos los valores de £ si no queremos dar
un resultado diferencial. En definitiva se obtiene

o(e” (k)p(P) — e (K)X) = /O dg Z fil©o(e™ (k)qi(€P) — e (K)gi(p + q)), (17)

donde lo hemos expresado en funcién de la seccién eficaz total para la dispersion eldstica de un quark
y un electréon por medio de un fotén. Los distintos ¢; que contribuyen son no sélo los tres quarks
que componen el protéon, también se deben tener en cuenta los pares quark-antiquark debidos a la
polarizaciéon del vacio.

Esta ecuacion es totalmente equivalente a la obtenida para el modelo de partones (ecuacion (6))
como se puede comprobar facilmente integrando aquella y utilizando la ecuaciéon (3). Lo interesante
de la deduccién actual es que en este caso estamos trabajando, simplemente, a primer orden de un
desarrollo perturbativo utilizando diagramas de Feynman; ahora habria que introducir correcciones
debidas al intercambio de momento entre los quarks del proton mediante la interaccion fuerte.

6.2. Creacion de quark-antiquark y correccién a primer orden

Los diagramas a orden mas bajo que contribuyen de alguna forma en el proceso mediante el cual
un electréon y un positrén se aniquilan para dar un par quark-antiquark son los mostrados en la figura
3

En concreto, la figura 3(a) da el diagrama a orden a2, coincidente con el calculo realizado en QED
pero con factores debidos al color

o(ete™ — hadrones) = SZQEU(€+€7 — utpm), (18)

donde la suma es sobre los distintos sabores de quarks y @; son las cargas de dichos quarks.

La extension cuando ay es pequeino (se verd més adelante cuéando es aplicable en la siguiente
seccion) se puede calcular la correccion a siguiente orden en o}, que vendra dada por una contribucién
de las figuras 3(b) y 3(c). En concreto, el orden a! recibe contribuciones del cuadrado del elemento de
matriz de 3(b) y del término de interferencia entre 3(a) y 3(c).

Estos diagramas, al ser evaluados, presentan divergencias ultravioletas que deben ser eliminadas
mediante la técnica de renormalizacién y divergencias infrarrojas que se cancelan entre los términos
3(b) y 3(c); éstas ultimas son debidas a la emision de gluones colineales con los quarks y hacen que
quedarse unicamente con los términos 3(b) para calcular las correcciones dé resultados sin sentido.

Cuando se llevan a cabo los calculos se obtiene un significado bastante simple

o(ete™ — hadrones) = 3o(ete™ — ptu™) ZQ? [1 + % + O(ag)} . (19)

Se han realizado algunas medidas de la constante de acoplamiento a, (con las complicaciones
que trae al no ser siempre posible el hacer el estudio perturbativo de la teoria y tener que tener en
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Figura 3: Diagramas necesarios para calcular la seccion eficaz de creacion de un quark y un antiquark
a orden «y

cuenta correcciones de alto orden). En el Peskin se da el grafico de la figura 4, donde la constante de
acoplamiento se determina tomando como escala de renormalizacion (ver seccion siguiente) el valor de
la misma en la masa del bosén Z°, y se comparan con la prediccién tedrica (linea continua).
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Figura 4: Medidas de ay en funcién de la escala @ a la que se realizaron

6.3. La constante de acoplamiento dependiente de la energia

La formula (19) depende de la constante de acoplamiento de QCD «s, que se debe definir en algin
punto de renormalizacion M (al contrario que en QED, donde se emplease escoge el esquema en capa
de masas para hacer la renormalizacion). Lo que se suele hacer es definir el valor de la constante



de acoplamiento cuando la escala de transferencias de momentos es grande, de forma que se puede
trabajar con el método de perturbaciones (ya que la constante de acoplamiento es pequefia).
De la teoria general para teorias no abelianas se obtiene que la funcién 8 de QCD es (ecuacion

(16.135) del Peskin)
_ g 2

donde Ny es el niimero de quarks que hay en la teoria. Para ver como evoluciona la constante de acoplo
utilizamos, conocida la funcién 3, la ecuacion diferencial del grupo de renormalizacién

dgs  _
din(Q/M)

imponiendo que cuando @ = M tengamos gs; = g5 se obtiene

3
80 =~ (11- 307, 21)

s = e m@an +

S

2g,’
de donde

6.(Q?) = @ (M)

_ : . (23)
1+ W2 o (ar2) n(@2/02)

De aqui podemos encontrar el valor de la constante de acoplamiento conocido as(M?) a una escala
M determinada. Es usual trabajar con una cantidad A definida para que cumpla
- %N f 2 2 /272
TQS(M )In(A°/M*) =1, (24)
™

de forma que podemos expresar la ecuacion (23) como

47
11— 2Ny) In(Q2/A2) |

(25)

as(Q?) =
Q%) (

donde se ha quitado ya la barra de la constante de acoplamiento, que sélo indicaba que estaban
evaluadas a diferentes escalas (lo cual se indica ahora explicitamente) y de modo que ahora solo hay
que conocer el valor del pardmetro A a partir del experimento. Este parametro nos dara la energia
minima a partir de la cual la teoria QCD empieza a ser tratable mediante métodos perturbativos.
Segun los experimentos con la seccion eficaz estudiada en la seccion anterior se obtiene A = 200M eV,
con lo que la teoria de perturbaciones serd adecuada cuando las energias involucradas sean del orden
del GeV o mayores.

6.4. Dependencia con la energia de las funciones de distribucién

Para calcular la dependencia con la energia de las funciones de distribucion f; vistas en el modelo
de partones (aunque alli las suponiamos independientes de la escala energética, como aproximacion)
en el marco de QCD lo que hacemos es calcular la probabilidad que gobierna los procesos que llevan
a los quarks y gluones a emitir otro gluén o quark; es decir, investigamos a menor escala (o mayor
energia) los quarks y gluones, estudiando la posibilidad de que exista estructura interna. Veremos que
cuando exploramos a mayor energia encontramos que los quarks y gluones parecen compuestos por
més quarks y gluones (los partones estarian formados por partones), contribuyendo cada uno de ellos
al momento total del hadron involucrado, dando asi una funcién de distribucién que tiene que picar
para x pequeno.

Una vez hecho el céalculo identificaremos las funciones de distribucién en nuestras ecuaciones y
encontraremos cémo evolucionan éstas con la energia (obteniendo las llamadas ecuaciones de Altarelli-
Parisi). Al encontrar esta dependencia con la energia se da cuenta de una violacion del scaling de
Bjorken, que presuponia las funciones de distribucién independientes de ella.



Quark emitiendo un quark y gluén

En esta parte damos los pasos comunes para encontrar las probabilidades de emision de un gluén
o un quark por parte de otro quark; para ello empleamos el diagrama que se indica en esta seccibn:

g
q
q
p
k
q
Aqui tenemos los cuadrimomentos
= (p70507p)) (26)
g ~ (2p,p1,0,2p), (27)
k=~ ((1 - Z)pa —Dpli, Oa (1 - Z)p)) s (28)

donde se ha aplicado conservacién del cuadrimomento y se ha permitido un momento transversal
pequeiio para el quark saliente y el gluén. Se cumple p? + ¢> + k? = 0 a orden p? (despreciamos las
masas).

Para el calculo del elemento de matriz supondremos, en inicio, quarks polarizados a izquierdas
(tanto el entrante como el saliente por conservacion de la helicidad) y después generalizaremos a un
quark sin polarizar mediante la simetria de paridad. El elemento de matriz es

iM = ar (k) (—igsyut®)ur(p)er (). (29)
Si usamos la expresiéon de vy, en funcién de las matrices de Pauli y que
ur(r) =v2ro ( E(é)) ) ; (30)
podemos escribir _ _
iM = —igyt®/2(1 — 2)p/2p€" (K)o E(p)e (q). (31)

Los espinores, a primer orden en p, , son

=) =TT ). (32)

y los vectores de polarizaciéon del gluén

@) =75 (1) eH@ =5 (112, (33)

por lo tanto podemos calcular el elemento de matriz para los procesos qr. — qr.Yr vV ¢ — qr7vr. Para
el primero de ellos tenemos

€ (k)o'Ep)esi = et(k) (al io? p—ﬂﬁ) () =

zp

= —¢t(k) <20 —~ 7;—;03) &(p) =
-5 () (5

0
1
= ~Vip (2<1plz>p’1) ( 0 ) ( i

) _ (34)
)
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de donde
. . 2(1 —z
iM(qL — qLVR) = —zgst“%m (35)

y por lo tanto
2(1-2)

= (36)

|M[*(qr — qryr) = getr[t*t"]p7

En el caso de que el foton esté polarizado a izquierdas tenemos algo similar, pero en este caso nos
encontramos con el operador o+ en lugar del o, el cual dar4 una contribucién segtin

= 25610 (207~ 220% ) c00) =
1 j pL 0
_2<2<1—z> ’1> (2“5”3) ( 1 > B (87)
G (F 2)(0)-
V2 \2(1-2)p’ 0 Z—; 1)
_ L < pL > ( 2 ) _ j
2 \2(1-2)p’ I;—; V2z(1—2)p
y de aqui llegamos a
, w201 =2)
iM(qr — qryL) = —igst mpl- (38)
y por tanto
2(1-2)

Mg — quye) = gitr[t*t"p] (39)

(1—2)%
La invarianza bajo transformaciones de paridad nos da las secciones eficaces para quarks a derechas:
iM(qr — qryr) = iM(qr — qrL), iM(qr — qryL) =iM(gr — qrRYR), (40)

esto nos permite computar el elemento de matriz al cuadrado total sumando los dos obtenidos antes
multiplicados por dos (para tener en cuenta las polarizaciones de los quarks) y promediando con un
factor % para los espines y % para los colores. Ademas se emplea que %tr[t“t“] = %, obteniendo asi

11 . 8g2p3 1+ (1—2)2
23 ZlM' -~ 3z(1 sz) [ z } ' (41)

Quark radiando un gluén

Para la emision por parte de un quark de un gluén (un proceso equivalente al bremsstrahlung en
QED) tenemos que modificar las ecuaciones (27) y (28) de forma que k? = 0 por lo menos a orden p? ;
para ello modificamos la expresién que nos da el momento lineal de las particulas, obteniendo

2
b1
q (zp,m, , 2P+ 20 = Z)p) ; (42)
i
(( 2)p, —pL,0, (1 — 2)p 2 Z)p) ; (43)
y asi obtenemos, a orden p?, k* =0y ¢*> = 771’5.

Esto lo necesitamos para eliminar singularidades a la hora de computar la seccion eficaz total para
la reaccién de un quark con una particula X emitiendo un gluén y otra particula Y, dada por

- e | e SR ()
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donde se distinguen los factores cinematicos, de espacio fase y el elemento de matriz para el scattering
del gluén por X. Esa integral es singular cuando los momentos del quark inicial y final son colineares
(¢ — 0), pero utilizando las expresiones anteriores para los cuadrimomentos y reescribiendo la integral
como d3k = d"kd*k, = pdzmdp’ tenemos

pdzdpL - /
_ [ _pdzdpy dry | M
7 /167r2 1-2)p [ 2 |M ] 1+vx)2zp2EX my[Myx | =

:/% [éZW'Q] %Z)QU(QXHY):

/ dzdp? 2(1—2) 2¢2p% 4 [1+(1-2)? (40X — V)
- = V) —
1672 pt  z2(z—2)3 o9

/ /dm:é (@%)4 [1+(2_2)2}U(9X_>Y):
_ /O 0: 229 105 (2) [LZZ)Q] o(gX V),

donde el logaritmo viene de la integracién sobre pi, que tenia por limite transferencias de momento de
orden s hasta m?, eliminando asi la singularidad. Esta formula es importante porque tiene la misma
forma que el modelo de partones, suponiendo la funcién de distribucion

fote) = 20 g () [LEO=21] (a0

(45)

Funcién de separacion P,._, (Splitting function)

Si exploramos un poco con la expresion

U_/ /dpLaé (Q?) 4 [1+(1Z_Z)2]0(9X—>Y), (47)

podemos estudiar la emisién de gluones a través de quarks virtuales como un proceso continuo. Para
ello le damos a las funciones de distribucién una dependencia explicita en el momento transverso y
definimos f,(z,Q) v fq(z,Q) como las funciones que dan la probabilidad de encontrar un gluén o un
quark de fracciéon longitudinal para el quark x, teniendo en cuenta que p; < Q. Si ) aumenta un
infinitésimo AQ puede que un quark constituyente en f,(z, Q) radie un gluén con Q < p; < Q+ AQ.
La probabilidad diferencial, segin se lee de (47), es

dp? 404(Q) [14 (1~ 2)? (18)
p2 3 27 z ’
y la nueva funcién de distribucién del gluén cambia como
! D OAQR? 4 as(Q%) 14 (1 — 2)?
0@+ 8Q) - 1,x.Q) = [ [ a7l 3 T = pa oo a0t -
0 0 Q* 3 2« z (49)

%/1@ Fas(QQ)lﬂlz)?

™ z

] fulw/%p1).

Si pasamos a una evoluciéon continua (haciendo AQ — 0) se encuentra la ecuacion integro-diferencial
siguiente

d o (QQ) /
lengg(x’Q) - T . 9‘—q( fq(x/z Q (50)
que es una parte de una de las ecuaciones de Altarelli-Parisi, donde hemos definido
471+ (1—2)?
P, =—-|—1| 51
9—a(%) 3 [ > (51)
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Hay que decir que, aunque nos hemos centrado en un quark en concreto, esto es correcto para
todos ellos, con lo cual, a la hora de escribir la ecuaciéon de Altarelli-Parisi, habria que sumar sobre
todas las clases de quarks (y antiquarks, que dan la misma contribucién) para obtener una ecuacion
completa. También habria que incluir, en la ecuacién integro-diferencial, un término que proviene de la
posibilidad de que un gluén emita un gluén real. Esto es asi porque, en QCD, estamos en una teoria no
abeliana y existen interacciones entre los bosones intermediarios de la fuerza; en QED hay un término
similar de foton a fotén, pero solo da cuenta de la propagaciéon de un fotéon mediante una funcién
0(1—2), en QCD ese término también existe, ya que se da la posibilidad de que el gluon contintde con
todo su momento, pero habra otros adicionales.

Quark emitiendo un gluén real

Para el caso en el que el quark emite un gluén real modificamos las ecuaciones (27) y (28) de forma
similar a como hicimos con (42) y (43), pero de forma que tengamos ¢> = 0 a orden p? , obteniendo

p2
q = (zzo p1,0,2p— ;p) (52)
i
E = ((1=2)p— 1— LAY
(( Z)pa pJ_aov( Z)p+ 22p> B (53)

_pl?
=

y asi obtenemos, a orden pi, P =0yk®=
Ahora la seccion eficaz viene dada por

“(1+qu)2p2EX/(§rc)]32_;0/ H[ ZWPK ) [Max ' oy

con la singularidad, en este caso, cuando el gluén virtual y el quark inicial son colineales (k — 0).
Siguiendo los mismos pasos dados anteriormente se llega a

Uﬁ/ /dpwascz?){ <1z)2}0(qXﬂy)7 (55)

z

donde el quark intermedio lleva una fraccién longitudinal (1 — z) = z. Finalmente obtenemos, similar-
mente a como se hizo antes, la siguiente funcién de estructura para el quark

o2 = 22D 10y (2) [11“;2] - (56)

El problema con féormula (56) es su singularidad cuando z = 1, es decir, no da cuenta de la
posibilidad de que el quark contintie su camino sin radiar nada, lo cual lo modificaria mediante la
introduccién en los dos primeros 6rdenes en a4(Q?) de una funcion delta, quedando

fal2) = 8(=a) + =52 1og () {% — A5(1 - x)} , (57)

donde la funcion 1/(1 — z)4 estd definida de la siguiente forma

[ = e )

para eliminar divergencias en z = 1 y el factor que multiplica a la delta a orden a,(Q?) se halla
mediante la condicién

1 1 4_2 1 T 22 B . l (1 _ 2)2
/o dz 2 [Pyq(2) + Pyyq(2)] = / dz 3 [7(1 . Ad(1—2) + ; + —

:5/ {Z+2_ +1+(1z)2]A,
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obteniéndose asi A = —3/2 (esta condicion se utiliza para garantizar que el momento total del protéon
no varfa con el tiempo, aunque no se demuestra).

Con esto, aunque la funcién de estructura para el quark siga siendo singular a x = 1, est4 correc-
tamente normalizada dando fol fo(z) =1.

Funcién de separacién P,

Del mismo modo que se hizo anteriormente para el caso en el que se emitia un quark real, ahora
podemos ver como evoluciona la funcién de estructura del quark por la emisién de un gluon real a
partir de un quark (y posteriormente habrd que anadir el caso de emision por parte de un gluén.
Siguiendo exactamente los mismos pasos que antes se llega finalmente a

d - Oés(QQ) 1% . i
dlongQ(x’Q) T /Z > Pyq(2) fq(2/2,Q), (60)
donde

Aqui no habria que sumar a todos los (anti)quarks, ya que ahora estamos teniendo en cuenta la
funcioén de estrucutura a un quark determinado, y no como antes, que teniamos contribuciones de todo
el colectivo de quarks para la funcién de estructura de los gluones.

Creacion de una pareja quark-antiquark por un gluén

Ahora consideramos el diagrama

q
q
g
p
k
q
con los cuadrimomentos
(p70’07p)’ (62)
q = (Zp,pJ_,O,Zp) ) (63)
ko~ ((1-2)p,—ps,0,(1-2)p)). (64)

Suponiendo que el quark saliente es a izquierdas (y por tanto el antiquark a derechas) tenemos
iM = g (k)(—igsyut®)vr () (p)- (65)
Si usamos la expresiéon de vy, en funcién de las matrices de Pauli y que
ug(r) = W( <) ) , (66)
podemos escribir

iM = —iggt®/2(1 — 2)py/2pe" (k)o'(q)in (p). (67)

Los espinores, a primer orden en p, , son
—PiL _pbL
o= ). aw=( 7). (68
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y los vectores de polarizacién del gluén real incidente
er(@) = 75 (1,—4,0), ekle) = 5 (1,4,0), (69)

por lo tanto podemos calcular el elemento de matriz para los procesos g, — qLGr ¥ 9r — qLqr- Para
el primero de ellos tenemos

D0z = =€) (0" — i0) €(0) =
= S5 (207) (o) =
R G TN o[ 2 ) -
(s ) (%)
o1 pL 00 o\
o) (2 0) (7))
1 m 0\ _
Y (2(1 - z)p’l) ( )
_ pL
V2zp
de donde
iM(g9r, — qrqr) = igst® MPL (71)
y por lo tanto
0201 — quan) = g2ttt 202 (72)

En el caso de que el gluén esté polarizado a derechas tenemos algo similar, pero en este caso nos
volvemos a encontrars con el operador o™ en lugar del o~ , quedando

(0" €(p)es = =61 (1) (o +i0%) €la) =
= S5h ) (20) (o) =
-7 (2<1m P 1) (27) ( ki ) B .
S (3 1) (F)-
(e (1)
~ V2l -

y de aqui llegamos a

iM(gr — qrqL) = —igstai”?l(lzj)zpl. (74)

y por tanto
2z

1-2z)
Para computar el elemento de matriz promediamos con un factor % para la polaridad del gluén y
% para los colores del gluon incidente. Ademés se emplea que %tr[t“ta] = %, obteniendo asi

IM*(9r — qrqL) = gatr[t"t"]p? (75)

33 TP = L 2 -y, (76)

15



Funcién de separacién P,

Consideramos ahora la contribucion del vértice que estamos estudiando a la funcién de estructura
de un gluén. Ahora el equivalente a la ecuacion (48) es

as(@?) ﬁ

el G G OM E (77)
lo que nos da 1
d Q%) [td
dlong‘J(x’Q) = @/@ quhq(Z)fg(x,Q), (78)
donde
Pyyg(z) = % [22+(1—2)?] | (79)

Glu6n radiando un gluén

Este proceso (al contrario que los otros tres) no tiene andlogo en QED. En esta ocasién tenemos el
diagrama con tres gluones

con los cuadrimomentos dados de manera aproximada (a primer orden en p, ) por

= (p70507p)) (80)
qQ = (Zpapl_aoazp)v (81)
ko~ ((1-2)p,—pr,0,(1-2)p). (82)
Los vectores de polarizacion son para los tres gluones los siguientes
1
— 1 (1 = — (1. —3
ER(p) =2 (17170) EL(p) - \/5 (17 Z,O), (83)
. 1 . Py
* — 1 . —bL * = ——
ehla) = &5 (L—i-2)  ilo) NG (1,1, Zp) , (84)
‘ 1 . bl
(k) = L= (1, —i, 725 k)=—4I1,i,————].
el = 35 (Liv) et = — (1 2 ) (85)
El elemento de matriz del diagrama viene dado por (véase formula A.11 del Peskin)
iM = gofave [—9" (a+ ) + g0+ k)" + g™ (q — k)] eu(p)ei(@)ex (k) (86)

donde las contracciones entre las sumas de cuadrimomentos y los vectores de polarizacion resultan
independientes de la helicidad de los gluones, resultando

(¢+p)-e(k) = \/§m1iz, (87)
(p+k)-e(q = —\/ip%, (88)
(g—k)-elp) = V2p1. (89)
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Las contracciones entre los propios vecores de polarizacion si que presentan dependencia con la
helicidad de los gluones, obteniéndose

er(p) -erlq) = er(p)-er(k) =1, (90)
er(p)-er(a) = er(p)-ep(k) =0, (91)
er(a) er(k) = eL(@)-€L(k) =0+0(1), (92)
er(a) ep(k) = ci(a) er(k) =1+0(1) (93)

Como antes, nos centramos en procesos de helicidad definida y consideramos s6lo los procesos
JrR — 9RrRYR, YR — 9RIL, YR — 9GLYR, 9r — gLgL, siendo los cuatro restantes con helicidad a
izquierdas del gluén inicial equivalentes a estes por simetria. Con lo visto anteriormente es inmediato
obtener

iM(R - RR) = _\/Egsfabc (% + %) pi, (94)
iM(R - RL) = _\/Egsfabc (% - 1) pL, (95)
iM(R— LR) = —V2gfape <% — 1> D1, (96)
iM(R— LL) = 0. (97)

Por tanto, teniendo en cuenta todas las combinaciones de helicidades de los gluones y promediando
en polaridad y color para el gluén incidente tenemos

11 2 Oé2fabcfabcpi 1—2z z
-z M|* = == 1-— 99
282| | 8mz(1 —2) z Jr1—2+Z( 2 (99)
si ponemos Y fabefabe = 24 nos queda
a,b,c
11Z|M|2 _ 1200p] [1-2, =2 (1 2) (100)
28 Cdmz(1-2) | 2 1—=2 '

Funcién de separacién P,

Ahora el equivalente a la ecuacion (48) es

as(Q?) dpi 1—=2 z
—12 1-— 101
pr- +1_Z+z( 2)|, (101)
de donde
1—z z
Pregf@) =6 |15 4+ 2 a1 9). (102)

donde de nuevo se encuentran singularidades al integrar esa funciéon entre 0 y 1 que deben ser tratadas
de modo anélogo a como hicimos con Py,(z). De ese modo utilizamos la funcién 1/(1 — z)+ y
encontramos una funcién delta con un factor multiplicAndola que tenemos que calcular mediante la
condicién )
| ez @Ry + Poy(2)) =0, (103)
0

que garantiza, al igual que en la condicién utilizada anteriormente, que el momento total del protén
no varfa. El factor 2ny viene de considerar todas las parejas quark-antiquark existentes en la teorfa.
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La constante que acompaifa a la delta se obtiene mediante

| ez 0Py + iy 2] =

/Oldzz[nf(22+(lz)2)+6<1z+ ° +Z(1Z)A5(1Z)>}0;‘ (104)

z (1—2)4
1
1—
:>/ dz z {nf (22 + (1 -2)?) +6< . 4 a Zz) +z(1z))] =6A.
0 —Z)+
Haciendo la integral, aplicando que ﬁ = Zf_—’zl se obtiene A = % — %, con lo que la ecuacién
(102) se modifica a
1—=z z 11 ny
P, = 1-— — ——= 61— . 1
heae) =6 |2 4 a2+ (g - 15 ) 8- 9) (105

Ecuaciones de Altarelli-Parisi

Si hacemos un compendio de lo visto en la tdltima secciéon, agrupando todos los factores que con-
tribuyen a la evolucién de las funciones para quarks y gluones en los hadrones, obtenemos las llamadas
ecuaciones de Altarelli-Parisi, que describen mediante un conjunto de ecuaciones integro-diferenciales
acopladas la evolucion de las distribuciones partonicas para cada sabor de (anti)quark y los gluones

(@) ['d
Q) = 2 [

dlogQ Pg%q(z);fi(x/Z,Q)JrPg&gfg(m/z,Q) , (106)

dlog Q . [Pyq(2) fil@/2,Q) + Py g fo(2/2,Q)] | (107)

d as(Q%) /1@

donde el indice 7 vale para todos los sabores de quarks y antiquarks. Las funciones que dan cuenta de
la contribucion de (anti)quarks y gluones a la ecuacién para la funciéon de distribucion de (anti)quarks
y gluones son

Py y(z) = % {(ﬂljj))j + 25(1 - z)} , (108)
Py q(z) = % {1 i (12_ Z)T : (109)
Py(z) = % 22 4+ (1— 2)7], (110)
Py(z) = 6 [(1 - 2 i _ZZ)+ ba—2)4 (% - %) 51— z)] . (111)

Estas ecuaciones predicen una evolucién de las funciones de distribucién parténicas muy caracteris-
tica y un ejemplo a distintas energias se puede ver en la figura 5. Los partones con z grande tienden
a radiar a valores menores de = cuando aumenta la energia. En la figura 6 se ve la evoluciéon de una
variable que depende de las funciones de distribucién respecto a @2, comparado con un modelo que
evoluciona de acuerdo con las ecuaciones de Altarelli-Parisi; los datos parecen coincidir bien.

Estas ecuaciones también predicen que cuanto més aumenta Q2 (es decir, cuanto méas pequefia es
la escala a la que estamos estudiando el hadrén) las distribuciones de partones aumentan rapidamente
a x pequeno. Esto se puede entender como un hadrén que tiene cada vez méas y mas constituyentes
compartiendo el momento total a medida que investigamos a menores escalas.
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Figura 5: La funcién de distribucion para el quark u (multiplicada por x) a tres energias distintas,
dadas en GeV.

7. Proceso de Drell-Yan

El calculo a orden méas bajo de este proceso se da aqui como ejemplo ilustrativo de cémo las
funciones de distribucion partonicas f;(€, Q%) estudiadas antes entran en juego en las interacciones de
QCD.

Si hacemos colisionar hadrones a muy alta energia, la mayor parte de las colisiones involucrarin
sblo transferencias pequenas de momento entre quarks y gluones, pero algunas de ellas involucraran
transferencias de alta energia y momento, con lo cual se puede emplear el método perturbativo para
el estudio de éstas, introduciendo para ello las funciones de distribucién partonicas estudiadas anteri-
ormente. Se deberia encontrar una férmula similar a la del modelo de partones a orden dominante.

Para el caso del choque de dos protones en los que interacciona un quark y un antiquark la preciciéon
a orden dominante de QCD es muy similar a la obtenida para el modelo partones, teniendo en cuenta
la existencia ahora de dos partones (uno en cada proton)

do
dx1 dx2

pP)+p(P) - Y +X)= Zfi (2, Q%) f; (24, Q%) o (@i (w1 P1) + @i (22P2) — Y), (112)

donde Y es un par de lepton y antilepton, X un estado hadroénico, z; son fracciones de distribucion de
momento y f,(z;,Q?) funciones de distribucién del quark ¢, dependiente de la energia de la reacciéon
y de la fraccién de momento.

Podemos estudiar la reaccion esquematizada en la figura siguiente:

I* -

Py Py

Béasicamente aqui tenemos la misma reaccién que en el modelo de partones (o que en el proceso
qq — I717) con los momentos de los quarks dados por las distribuciones de probabilidad parténicas
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Figura 6: Dependencia con Q2 de la funcion 5 f xQ7% ff(x, Q%) para diversos valores de z.

de los mismos dentro de su respectivo proton. La tinica diferencia a afiadir en la seccion eficaz (3) son
dos factores 1/3 debido al promedio en la carga de color de los dos quarks iniciales. Con esto

dra?

3s '
donde las variables cinemaéticas son las que se estudian aqui, y dependeran de las funciones de dis-
tribucién partoénicas.

Trabajaremos en el centro de masas de los dos protones iniciales y con dos variables que introduci-
mos ahora. La primera de ellas es el cuadrado de la masa invariante del proceso (M? = ¢?), que se
puede calcular facilmente midiendo el cuadrimomento de los dos leptones expulsados en el mismo; en
general esperamos que los partones iniciales transfieran poco momento transverso, pero si una gran
cantidad de momento longitudinal. La otra cantidad a usar sera la rapidez (V') del fotén virtual, que
en el sistema de centro de masas de los protones se define como ¢° = M coshY.

La cinematica del proceso de Drell-Yan para los protones es

_ 1
o(q:q; — 1117) = gQ? (113)

P = (E,0,0,E), (114)
P, = (E,0,0,—E), (115)

de donde, como el momento transverso es pequeno, podemos escribir

q=x1P + 2P = (($1 + xg)E, 0,0, ($1 — IQ)E) R (116)
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con lo que M? = ¢% = 4z 22 F2.
Ademas, para la rapidez, tenemos

1
¢ = M coshY = coshY = ntr 2 R (117)
2y/z1T2 2 932 T

Y _ T

de donde, por la definicién del coseno hiperbolico, e =

Con estas ecuaciones podemos escribir las fracciones de momento x; y x2 en funcién de las canti-
dades observables M, Y y E, quedando

My

_ 11

T 2Ee ) ( 8)
M _,

To = Ee y (119)

lo que nos permite escribir, finalmente, la seccién efical diferencial final (112) como

2

do _ _ Q2 drra
a7 ete Falgo) =g (@) 5 (55 @) St 020

El problema es que esta férmula no puede ser comprobada con el experimento, ya que se deben
tener en cuenta correcciones a orden mayor en ag y « que no son despreciables en absoluto.
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