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Modelo de partones y QCDLuis Javier Tarrío Barreiro18 de julio de 20061. IntroduiónHaia �nales de la déada de 1960 las interaiones eletromagnétias y de la fuerza débil seexpliaban mediante el interambio de bosones vetoriales entre fermiones. La eletrodinámia uántia(QED) tuvo tanto éxito en su poder preditivo que se tomó omo modelo en posteriores expliaiones delas interaiones de la fuerza débil (y de la teoría eletrodébil, que uni�a QED y la fuerza débil), aunquese neesitó reurrir a la rotura espontánea de simetría para poder desribir los bosones intermediosenontrados en el laboratorio: Z0 y W±. Esta rotura espontánea de simetría es fundamental paraexpliar las masas de estos bosones, ya que las euaiones dinámias de éstos (en QED las euaionesde Maxwell) no permiten la existenia de masa para los bosones.Sin embargo, no estaba laro que una teoría basada en el interambio de bosones vetoriales sepudiese apliar a la interaión fuerte. Esto ese debía en parte a la inexistenia de quarks (los fermionesde la teoría) libres; la existenia misma de los quarks no fue, por tanto, determinada por la observaiónde los mismos, surgieron omo un modelo que expliaba los números uántios y el espetro de loshadrones. Otro inonveniente para apliar una teoría on interambio de bosones a la fuerza fuerte esel debido a que esas interaiones son muy intensas; no se podría apliar la expansión en diagramasde Feynman ya que, omo es un método perturbativo, requeriría una onstante de aoplo pequeña. Siel aoplo es grande (omo pareía el aso, ya que no se observaban quarks libres) entones no se sabíasi la serie llegaría a onverger o, si lo haía, uántos diagramas harían falta.Sin embargo surgió un heho experimental que pareía solventar el problema de la intensidad dela fuerza, dando un apoyo inesperado a una teoría uántia de ampos on interambio de bosonesvetoriales, a saber, uando la transferenia de momento entre una sonda eletromagnétia (típiamenteun eletrón o un muón) y el hadrón era grande, las interaiones fuertes pareían desapareer. Estoera algo propuesto por Bjorken antes de la realizaión del experimento, aunque fue Feynman quien loexplió, unos años más tarde.2. Dispersión de un fermión mediante un eletrónEste es un diagrama que aparee varias vees a lo largo del trabajo y que se trata de una interaiónde QED, on lo que se esribe aquí la soluión a éste. La dispersión de un fermión mediante elinterambio de un fotón on un eletrón viene dado, a primer orden, por el siguiente diagrama:
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Tras alular el elemento de matriz on las reglas de Feynman para QED se obtiene
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donde s = (k + p)2 = 2k · p, t = (k − k′)2 = −2k · k′ = q2 y u = (k − p′)2 = −2k · p′ son las variablesde Mandelstan, que umplen s + t + u = 0 para partíulas sin masa (aproximaión ultrarrelativista).Integrando en espaio fase y expresándolo en funión de las variables s, t y u tenemos
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. (2)Si queremos la seión e�az total sólo tenemos que integrar en la variable t; expresándolo todoen funión de las variables inemátias en el entro de masas (onsiderando el ángulo de dispersiónrespeto al haz inidente, energía y momentos iniiales), se obtiene
σ =
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, (3)on α ≈ 1/137 la onstante de estrutura �na y E la energía en el entro de masas del sistema.El proeso de QED estará presente en los álulos de la romodinámia uántia (QCD) porqueéstos sólo van a in�uír a la hora de determinar la in�uenia de los quarks que darán lugar a lasreaiones, pero los proesos estudiados serán interaiones on leptones, que no sienten la interaiónfuerte, on lo que los quarks interaionarán eletromagnétiamente on ellos.3. Modelo de partonesEste modelo surgió para expliar una prediión de Bjorken on�rmada experimentalmente: que aaltas energías las interaiones fuertes desapareían y al explorar los hadrones on una sonda eletro-magnétia, sin importar la energía iniial del eletrón o muón ontra el hadrón (siempre y uando nosmantengamos en el régimen de altas energías), el resultado obtenido siempre era el mismo.Las asuniones neesarias para expliar lo observado son (tomaremos siempre omo sonda eletro-magnétia un eletrón y omo hadrón de prueba un protón):El protón está ompuesto por unos onstituyentes, llamados partones, que interaionan muydébilmente entre si.Los partones no pueden interambiar entre ellos muho momento mediante la interaión fuerte.Algunos de esos partones poseerán arga elétria, luego serán suseptibles de sufrir satteringon un eletrón e inluso llegar a ser arranados del protón si se le da la energía su�iente.Este modelo se re�ere siempre a partones omo partes del hadrón a estudiar. No se le llamaquarks porque en el momento en el que fue propuesto no estaba nada lara la existenia de éstos. Fueposteriormente, graias a QCD, que se asoió a los partones on los quarks. Atualmente sabemos queen estos partones se deben inluír los quarks que forman el hadrón, posibles pares quark-antiquark quese formen al polarizar el vaio en su interior y los gluones que mantienen todo el hadrón ohesionado.El diagrama que da uenta del interambio de un fotón entre el eletrón y un partón del protón esel siguiente:
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donde q2 = (k − k′)2 = t2 < 0 on t la variable de Mandelstan. Se suele trabajar on la variable
Q2 = −q2 > 0 por ser de�nida positiva.Feynman explió el modelo de partones suponiendo que éstos portaban ada uno una fraión ξdel momento longitudinal del hadrón original, y que además no poseían ningún momento transversoen absoluto, en resumen: 2







protón partónEnergía E ξEMomento ~P ~p = ξ ~PMasa M m = ξMdonde la última �la viene dada por las otras dos mediante m =


√


ξ2E2 − ξ2 ~P 2 = ξM .Para ada partón tendremos una indeterminaión en el momento dada por ∆p ≈ ~/∆x, donde ∆xes del orden del tamaño del protón. Con diha indeterminaión no podremos saber nuna qué fraiónde momento ξ lleva ada partón, pero sí podemos de�nir una distribuión de probabilidad fi(ξ)dx (elsubíndie i da uenta de ada tipo de partón presente en el protón) de que esa fraión esté en laregión (ξ, ξ + dξ), siendo una funión a determinar mediante el experimento. Hay que expliitar que seestá suponiendo que esta distribuión fi sólo depende de la fraión de momento que lleva el partón,algo que habrá que omprobar experimentalmente.La inemátia del experimento nos da una relaión entre la variable de Mandelstan S = (P + k)2que se re�ere a la olisión entre el protón y el eletrón y la variable s = (p + k)2 que se re�ere a laolisión entre el partón y el eletrón
s = (p + k)2 = 2p · k = 2ξP · k = ξS. (4)Además podemos enontrar una relaión entre la fraión de momento ξ y el momento transferidopor el eletrón qµ
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quark = (p + q)2 = 2p · q + q2 = 2ξP · q − Q2 ⇒ ξ =
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2P · q ≡ x, (5)donde Q2


2P ·q ≡ x por de�niión de x.De ada eletrón dispersado se puede saar Q2 y x (onoiendo kµ y Pµ y midiendo k
′µ) y portanto ya tenemos nuestra seión e�az expresada en funión de observables del experimento. Sumandoa todos los partones y teniendo en uenta las distribuiones de probabilidad para el momento de losmismos se obtiene, on la euaión (2), lo siguiente
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(6)
Si quisiésemos tener la seión e�az diferenial dependiente tan sólo del uadrimomento transferidopor el eletrón habría que integrar en x la expresión anterior, obteniendo
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θ(ξS − Q2)dx, (7)donde la funión theta de Heaviside se re�ere a la ondiión inemátia ECM ≥ Etrans (s ≥ |t|).Volviendo a la euaión (6) podemos dividir por on el fator eletromagnétio (1+(1−Q2/xs)2)
Q4 yomprobamos que nos queda un valor onstante. Eso es el llamado saling de Bjorken y será iertosiempre y uando las distribuiones de probabilidad de los partones no dependan del uadrimomentotransferido, ya que si lo hiiesen se enontraría que el oiente de la seión e�az on el fatoreletromagnétio si presentaría una dependenia on el valor de Q2.3







Figura 1: La euaión (6) dividida por el fator (1+(1−Q2/xs)2)
Q4 , en funión de x y a varias energías.En la �gura 1 vemos que experimentalmente paree existir el saling de Bjorken (independenia deloiente antes desrito on Q2) para distintos valores de la variable x. Por tanto, a altas energías (enel grá�o se muestran mayores que 7GeV ) se enuentra que la estrutura del protón no varía ante unasonda eletromagnétia, sin importar la energía de ésta. Esto se debe a que el tiempo en el que ourreel sattering es muho menor que la esala de tiempos araterístia para la interaión entre partonesdel protón. En efeto, en el sistema en el que el protón está en reposo se tiene q0 = P ·q


Mp
= Q2


2xMp
para laenergía interambiada por medio del protón virtual. El tiempo de sattering será ∆t ≈ ~/q0 ≪ ~/Mp,siendo este último el tiempo araterístio de interaión entre partones.Por tanto, Bjorken implia que en un proeso de sattering tan rápido se pueden ignorar los efetosde la interaión fuerte, es deir, los partones se pueden onsiderar libres en proesos a alta energía.Es habitual trabajar on las variables x e y ≡ P ·q


P ·k que son adimensionales y aotadas entre 0 y 1.En el sistema en el que el protón está en reposo se tiene que y = q0/k0 es la energía transferida deleletrón inidente al sistema hadrónio. Para expresar la seión e�az de la euaión (6) tenemos queexpresar las Q2 omo funión de x e y
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dy = xSdxdy. (9)Expresado on las nuevas variables la euaión (6) tenemos
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, (10)donde el primer término entre paréntesis es un fator que depende úniamente de la omposiión delprotón, independiente de los detalles del sattering, y el último término es la llamada relaión deCallan-Gross en el sattering entre un eletrón y un fermión.4







4. Las funiones de distribuiónComo el modelo de partones paree desribir de forma aeptable las observaiones experimentales,se puede emplear para enontrar las funiones de distribuión y aprender así algo sobre la estruturade los hadrones.


Figura 2: Funiones de distribuión en el protón para diversos quarks y gluones.Observando la �gura 2 se ve que la mayor parte de la ontribuión al momento de un protón vienedada por los quarks u y d (los quarks más pesados t y b apenas ontribuyen y no se inluyen enla �gura), omo era de esperar, ya que según el modelo de Gell-Man son los quarks prinipales en laestrutura del protón. Las ontribuiones de antiquarks y los quarks s y c viene dada por la polarizaiónpresente en el protón uando investigamos su estrutura más de era. La funión de distribuión delos gluones (que aún no fue introduida) se da aquí por ompletitud y vemos que también tiene muhaimportania a la hora de desribir el protón (sobre todo uando x es pequeño).Como las distribuiones partónias dan las probabilidades de enontrar los onstituyentes de loshadrones, es natural normalizarlas de forma que umplan
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dxx [fu(x) + fū(x) + fd(x) + fd̄(x) + fs(x) + fs̄(x) + fc(x) + fc̄(x) + fg(x)] = 1. (15)Además, de los experimentos se dedue
∫ 1


0


dxxfg(x) =
1


2
, (16)5







de donde se sabe que los gluones olaboran on la mitad del momento del protón, mientras que la otramitad viene de la ontribuión de quarks y antiquarks.5. Partones asintótiamente libres y QCDEl heho de que se omprobase experimentalmente que la interaión fuerte desapareía en proesosde alta energía fue desonertante, ya que ninguna de las teorías uántias de ampos onoidas enla feha poseía una propiedad similar, todas veían aumentada la interaión a medida que aumentabala energía. Fue mediante el uso de la renormalizaión uando se demostró que teorías que mostrabanesa propiedad (ser asintótiamente libres a pequeñas distanias, o lo que es lo mismo, altas energías)para sistemas de uatro dimensiones eran las teorías gauge no abelianas. Fue este tipo de teorías laque permitió haer un modelo basado de fermiones que interambian bosones vetoriales para expliarla interaión fuerte, siendo no abelianos los bosones vetoriales.Esa teoría se desarrolló pero no reuperó los resultados de Bjorken de forma exata, apareieronalgunos términos orretivos ya que se aluló que la onstante de aoplo no se llegaba a anular onninguna transferenia de momento �nita. Esto implia que siempre habrá alguna interaión entre lospartones hadrónios y que puede haber un interambio alto de momento entre ellos.A medida que se mejoró la preisión de los experimentos se omprobó que, de heho, el saling deBjorken era violando. Esto implia que existe una dependenia (pequeña pero medible) de la distribu-ión de probabilidad fi(x) on Q2, situaión que en el modelo de partones no se daba por onstruión.Ahora que ya se sabía que la interaión fuerte era una teoría gauge no abeliana había que busaruál de todo este onjunto de teorías era el modelo más apropiado para expliar las observaionesexperimentales.El modelo de quarks propuesto por Gell-Mann para expliar las propiedades de bariones y mesonespresuponía una simetría interna para SU(3) para los quarks, que se llamó simetría de olor. Fue estasimetría SU(3) la que se identi�ó on la simetría gauge no abeliana que se estaba busando, y eldesarrollo de la teoría dio lugar a la romodinámia uántia, siendo los gluones los uantos asoiadosal ampo gauge.La QCD poseía la propiedad de la libertad asintótia por ser una teoría gauge no abeliana, y portanto es tratable on un método perturbativo en el régimen de altas energías. A energías más bajasla onstante de aoplo se hae muy grande y ese método no es apliable, se tiene que reurrir a otrostratamientos omo QCD en una red, que explia por qué los hadrones tienen que ser singletes de oloro por qué no se observan quarks aislados.Nos entraremos en QCD a altas energías y su expansión en diagramas de Feynman, donde laonstante de aoplo es pequeña graias a la propiedad de libertad asintótia menionada antes.6. El modelo de partones y orreiones en QCDA ontinuaión se muestran algunos ejemplos de ómo se obtiene el modelo de partones en QCD(básiamente omo orden más bajo en la serie de perturbaiones) y las orreiones que se deben haeral modelo por el ambio en la onstante de aoplamiento αs on la esala de energía a la que se estátrabajando y por la evoluión de las funiones de distribuión fi on la misma esala de energía.6.1. El modelo de partones omo fórmula al orden más bajoAquí vamos a intentar derivar los resultados sin usar más asuniones que las propias de la aprox-imaión perturbativa a una meánia uántia de ampos. En este aso, el momento trasverso de losquarks es prátiamente nulo, ya que no son apaes de adquirirlo exepto a través del interambiode un gluón duro, pero ese proeso está muy suprimido por la pequeñez de la onstante de aoplofuerte αs(Q
2) a altas energías (heho que se verá más adelante); por lo tanto, se puede asoiar a adaquark un momento p = ξP on 0 ≤ ξ ≤ 1. Tampoo se tienen en uenta, a orden más bajo en αS , laemisión o el interambio de gluones durante la olisión. Para ello se utiliza la misma inemátia quela empleada para la deduión del modelo de partones6
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Las distribuiones de momento fi(ξ) no son omputables en QCD porque dependen de proesosde interambio de gluones blandos que determinan la estrutura del protón a partir de la interaiónentre quarks y gluones. Se introduen aquí omo funiones a determinar por el experimento.La seión e�az total para el proeso inelástio de reaión dado por la �gura superior reibeontribuiones de todos los partones presentes en el protón. Además, omo ada partón va a estarponderado on la funión fi(ξ), es neesario integrar para todos los valores de ξ si no queremos darun resultado diferenial. En de�nitiva se obtiene
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fi(ξ)σ(e−(k)qi(ξP ) → e−(k′)qi(p + q)), (17)donde lo hemos expresado en funión de la seión e�az total para la dispersión elástia de un quarky un eletrón por medio de un fotón. Los distintos qi que ontribuyen son no sólo los tres quarksque omponen el protón, también se deben tener en uenta los pares quark-antiquark debidos a lapolarizaión del vaío.Esta euaión es totalmente equivalente a la obtenida para el modelo de partones (euaión (6))omo se puede omprobar fáilmente integrando aquella y utilizando la euaión (3). Lo interesantede la deduión atual es que en este aso estamos trabajando, simplemente, a primer orden de undesarrollo perturbativo utilizando diagramas de Feynman; ahora habría que introduir orreionesdebidas al interambio de momento entre los quarks del protón mediante la interaión fuerte.6.2. Creaión de quark-antiquark y orreión a primer ordenLos diagramas a orden más bajo que ontribuyen de alguna forma en el proeso mediante el ualun eletrón y un positrón se aniquilan para dar un par quark-antiquark son los mostrados en la �gura3 En onreto, la �gura 3(a) da el diagrama a orden α0
s, oinidente on el álulo realizado en QEDpero on fatores debidos al olor
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i σ(e+e− → µ+µ−), (18)donde la suma es sobre los distintos sabores de quarks y Qi son las argas de dihos quarks.La extensión uando αs es pequeño (se verá más adelante uándo es apliable en la siguienteseión) se puede alular la orreión a siguiente orden en α1


s, que vendrá dada por una ontribuiónde las �guras 3(b) y 3(). En onreto, el orden α1
s reibe ontribuiones del uadrado del elemento dematriz de 3(b) y del término de interferenia entre 3(a) y 3().Estos diagramas, al ser evaluados, presentan divergenias ultravioletas que deben ser eliminadasmediante la ténia de renormalizaión y divergenias infrarrojas que se anelan entre los términos3(b) y 3(); éstas últimas son debidas a la emisión de gluones olineales on los quarks y haen quequedarse úniamente on los términos 3(b) para alular las orreiones dé resultados sin sentido.Cuando se llevan a abo los álulos se obtiene un signi�ado bastante simple
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. (19)Se han realizado algunas medidas de la onstante de aoplamiento αs (on las ompliaionesque trae al no ser siempre posible el haer el estudio perturbativo de la teoría y tener que tener en7
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(.1) (.2) (.3)Figura 3: Diagramas neesarios para alular la seión e�az de reaión de un quark y un antiquarka orden αsuenta orreiones de alto orden). En el Peskin se da el grá�o de la �gura 4, donde la onstante deaoplamiento se determina tomando omo esala de renormalizaión (ver seión siguiente) el valor dela misma en la masa del bosón Z0, y se omparan on la prediión teória (línea ontinua).


Figura 4: Medidas de αs en funión de la esala Q a la que se realizaron6.3. La onstante de aoplamiento dependiente de la energíaLa fórmula (19) depende de la onstante de aoplamiento de QCD αs, que se debe de�nir en algúnpunto de renormalizaión M (al ontrario que en QED, donde se emplease esoge el esquema en apade masas para haer la renormalizaión). Lo que se suele haer es de�nir el valor de la onstante8







de aoplamiento uando la esala de transferenias de momentos es grande, de forma que se puedetrabajar on el método de perturbaiones (ya que la onstante de aoplamiento es pequeña).De la teoría general para teorías no abelianas se obtiene que la funión β de QCD es (euaión(16.135) del Peskin)
β(gs) = − g3


s


(4π)2


(


11 − 2


3
Nf


)


, (20)donde Nf es el número de quarks que hay en la teoría. Para ver ómo evoluiona la onstante de aoploutilizamos, onoida la funión β, la euaión diferenial del grupo de renormalizaión
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. (23)De aquí podemos enontrar el valor de la onstante de aoplamiento onoido αs(M
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M determinada. Es usual trabajar on una antidad Λ de�nida para que umpla
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2) ln(Λ2/M2) = 1, (24)de forma que podemos expresar la euaión (23) omo
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, (25)donde se ha quitado ya la barra de la onstante de aoplamiento, que sólo indiaba que estabanevaluadas a diferentes esalas (lo ual se india ahora explíitamente) y de modo que ahora sólo hayque onoer el valor del parámetro Λ a partir del experimento. Este parámetro nos dará la energíamínima a partir de la ual la teoría QCD empieza a ser tratable mediante métodos perturbativos.Según los experimentos on la seión e�az estudiada en la seión anterior se obtiene Λ ≈ 200MeV ,on lo que la teoría de perturbaiones será adeuada uando las energías involuradas sean del ordendel GeV o mayores.6.4. Dependenia on la energía de las funiones de distribuiónPara alular la dependenia on la energía de las funiones de distribuión fi vistas en el modelode partones (aunque allí las suponíamos independientes de la esala energétia, omo aproximaión)en el maro de QCD lo que haemos es alular la probabilidad que gobierna los proesos que llevana los quarks y gluones a emitir otro gluón o quark; es deir, investigamos a menor esala (o mayorenergía) los quarks y gluones, estudiando la posibilidad de que exista estrutura interna. Veremos queuando exploramos a mayor energía enontramos que los quarks y gluones pareen ompuestos pormás quarks y gluones (los partones estarían formados por partones), ontribuyendo ada uno de ellosal momento total del hadrón involurado, dando así una funión de distribuión que tiene que piarpara x pequeño.Una vez heho el álulo identi�aremos las funiones de distribuión en nuestras euaiones yenontraremos ómo evoluionan éstas on la energía (obteniendo las llamadas euaiones de Altarelli-Parisi). Al enontrar esta dependenia on la energía se da uenta de una violaión del saling deBjorken, que presuponía las funiones de distribuión independientes de ella.9







Quark emitiendo un quark y gluónEn esta parte damos los pasos omunes para enontrar las probabilidades de emisión de un gluóno un quark por parte de otro quark; para ello empleamos el diagrama que se india en esta seión:
p


q


k


q


q


g


Aquí tenemos los uadrimomentos
p = (p, 0, 0, p) , (26)
q ≈ (zp, p⊥, 0, zp) , (27)
k ≈ ((1 − z)p,−p⊥, 0, (1 − z)p)) , (28)donde se ha apliado onservaión del uadrimomento y se ha permitido un momento transversalpequeño para el quark saliente y el gluón. Se umple p2 + q2 + k2 = 0 a orden p2


⊥ (despreiamos lasmasas).Para el álulo del elemento de matriz supondremos, en iniio, quarks polarizados a izquierdas(tanto el entrante omo el saliente por onservaión de la heliidad) y después generalizaremos a unquark sin polarizar mediante la simetría de paridad. El elemento de matriz es
iM = ūL(k)(−igsγµta)uL(p)ε∗µT (q). (29)Si usamos la expresión de γµ en funión de las matries de Pauli y que


uL(r) =
√


2r0


(


ξ(p)
0


)


, (30)podemos esribir
iM = −igst


a
√


2(1 − z)p
√


2pξ†(k)σiξ(p)ε∗iT (q). (31)Los espinores, a primer orden en p⊥, son
ξ(p) =


(


0
1


)


, ξ(k) =


( p⊥


2(1−z)p


1


)


, (32)y los vetores de polarizaión del gluón
ε∗iL (q) = 1√


2


(


1, i,− p⊥


zp


)


, ε∗iR (q) = 1√
2


(


1,−i,− p⊥


zp


)


, (33)por lo tanto podemos alular el elemento de matriz para los proesos qL → qLγR y qL → qLγL. Parael primero de ellos tenemos
ξ†(k)σiξ(p)ε∗iR =


1√
2
ξ†(k)


(


σ1 − iσ2 − p⊥
zp


σ3


)


ξ(p) =


=
1√
2
ξ†(k)


(


2σ− − p⊥
zp


σ3


)


ξ(p) =


=
1√
2


(


p⊥
2(1 − z)p


, 1


)(


2σ− − p⊥
zp


σ3


)(


0
1


)


=


= − p⊥√
2zp


(


p⊥
2(1 − z)p


, 1


)(


1 0
0 −1


)(


0
1


)


=


=
p⊥√
2zp


,


(34)
10







de donde
iM(qL → qLγR) = −igst


a


√


2(1 − z)


z
p⊥ (35)y por lo tanto


|M |2(qL → qLγR) = g2
str[tata]p2


⊥
2(1 − z)


z2
. (36)En el aso de que el fotón esté polarizado a izquierdas tenemos algo similar, pero en este aso nosenontramos on el operador σ+ en lugar del σ−, el ual dará una ontribuión según


ξ†(k)σiξ(p)ε∗iL =
1√
2
ξ†(k)


(


σ1 + iσ2 − p⊥
zp


σ3


)


ξ(p) =


=
1√
2
ξ†(k)


(


2σ+ − p⊥
zp


σ3


)


ξ(p) =


=
1√
2


(


p⊥
2(1 − z)p


, 1


)(


2σ+ − p⊥
zp


σ3


)(


0
1


)


=


=
1√
2


(


p⊥
2(1 − z)p


, 1


)( − p⊥


zp 2


0 p⊥


zp


)(


0
1


)


=


=
1√
2


(


p⊥
2(1 − z)p


, 1


)(


2
p⊥


zp


)


=
p⊥√


2z(1 − z)p


(37)
y de aquí llegamos a


iM(qL → qLγL) = −igst
a


√


2(1 − z)


z(1 − z)
p⊥. (38)y por tanto


|M |2(qL → qLγL) = g2
str[tata]p2


⊥
2(1 − z)


z2(1 − z)2
. (39)La invarianza bajo transformaiones de paridad nos da las seiones e�aes para quarks a derehas:


iM(qL → qLγR) = iM(qR → qRγL), iM(qL → qLγL) = iM(qR → qRγR), (40)esto nos permite omputar el elemento de matriz al uadrado total sumando los dos obtenidos antesmultipliados por dos (para tener en uenta las polarizaiones de los quarks) y promediando on unfator 1
2 para los espines y 1


3 para los olores. Además se emplea que 1
3 tr[tata] = 4


3 , obteniendo así
1


2


1


3


∑


|M |2 =
8g2


sp2
⊥


3z(1 − z)


[


1 + (1 − z)2


z


]


. (41)Quark radiando un gluónPara la emisión por parte de un quark de un gluón (un proeso equivalente al bremsstrahlung enQED) tenemos que modi�ar las euaiones (27) y (28) de forma que k2 = 0 por lo menos a orden p2
⊥;para ello modi�amos la expresión que nos da el momento lineal de las partíulas, obteniendo


q =


(


zp, p⊥, 0, zp +
p2
⊥


2(1 − z)p


)


, (42)
k =


(


(1 − z)p,−p⊥, 0, (1 − z)p − p2
⊥


2(1 − z)p


)


, (43)y así obtenemos, a orden p2
⊥, k2 = 0 y q2 = − p⊥2


1−z .Esto lo neesitamos para eliminar singularidades a la hora de omputar la seión e�az total parala reaión de un quark on una partíula X emitiendo un gluón y otra partíula Y , dada por
σ =


1


(1 + vX)2p2EX


∫


d3k


(2π)3
1


2k0


∫


d
∏


Y


[


1


2


1


3


∑


|M |2
](


1


q2


)2


|MgX |2, (44)11







donde se distinguen los fatores inemátios, de espaio fase y el elemento de matriz para el satteringdel gluón por X . Esa integral es singular uando los momentos del quark iniial y �nal son olineares(q → 0), pero utilizando las expresiones anteriores para los uadrimomentos y reesribiendo la integralomo d3k = drkd2k⊥ = pdzπdp2
⊥ tenemos


σ =


∫


pdzdp2
⊥


16π2(1 − z)p


[


1


6


∑


|M |2
]


z(1 − z)2


(1 + vX)2zp2EX


∫


dπY |MgX |2 =


=


∫


dzdp2
⊥


16π2(1 − z)


[


1


6


∑


|M |2
]


z(1 − z)2


p4
⊥


σ(gX → Y ) =


=


∫


dzdp2
⊥


16π2


z(1 − z)


p4
⊥


2g2
sp2
⊥


z(z − z)


4


3


[


1 + (1 − z)2


z


]


σ(gX → Y ) =


=


∫ 1


0


dz


∫


dp2
⊥


p2
⊥


αs(Q
2)


2π


4


3


[


1 + (1 − z)2


z


]


σ(gX → Y ) =


=


∫ 1


0


dz
2αs(Q


2)


3π
log
( s


m2


)


[


1 + (1 − z)2


z


]


σ(gX → Y ),


(45)
donde el logaritmo viene de la integraión sobre p2


⊥, que tenía por límite transferenias de momento deorden s hasta m2, eliminando así la singularidad. Esta fórmula es importante porque tiene la mismaforma que el modelo de partones, suponiendo la funión de distribuión
fg(z) =


2αs(Q
2)


3π
log
( s


m2


)


[


1 + (1 − z)2


z


]


. (46)Funión de separaión Pg←q (Splitting funtion)Si exploramos un poo on la expresión
σ =


∫ 1


0


dz


∫


dp2
⊥


p2
⊥


αs(Q
2)


2π


4


3


[


1 + (1 − z)2


z


]


σ(gX → Y ), (47)podemos estudiar la emisión de gluones a través de quarks virtuales omo un proeso ontinuo. Paraello le damos a las funiones de distribuión una dependenia explíita en el momento transverso yde�nimos fg(x, Q) y fq(x, Q) omo las funiones que dan la probabilidad de enontrar un gluón o unquark de fraión longitudinal para el quark x, teniendo en uenta que p⊥ < Q. Si Q aumenta unin�nitésimo ∆Q puede que un quark onstituyente en fq(x, Q) radie un gluón on Q < p⊥ < Q+ ∆Q.La probabilidad diferenial, según se lee de (47), es
dp2
⊥


p2
⊥


4


3


αs(Q
2)


2π


[


1 + (1 − z)2


z


]


, (48)y la nueva funión de distribuión del gluón ambia omo
fg(x, Q + ∆Q) − fg(X, Q) =


∫ 1


0


dx′
∫ 1


0


dz
∆Q2


Q2


4


3


αs(Q
2)


2π


[


1 + (1 − z)2


z


]


fq(x
′, p⊥)δ(x − zx′) =


=
∆Q


Q


∫ 1


x


dz


z


[


4


3


αs(Q
2)


π


1 + (1 − z)2


z


]


fq(x/z, p⊥).


(49)Si pasamos a una evoluión ontinua (haiendo∆Q → 0) se enuentra la euaión integro-diferenialsiguiente
d


d log Q
fg(x, Q) =


αs(Q
2)


π


∫ 1


x


dz


z
Pg←q(z)fq(x/z, Q), (50)que es una parte de una de las euaiones de Altarelli-Parisi, donde hemos de�nido


Pg←q(z) =
4


3


[


1 + (1 − z)2


z


]


. (51)12







Hay que deir que, aunque nos hemos entrado en un quark en onreto, esto es orreto paratodos ellos, on lo ual, a la hora de esribir la euaión de Altarelli-Parisi, habría que sumar sobretodas las lases de quarks (y antiquarks, que dan la misma ontribuión) para obtener una euaiónompleta. También habría que inluir, en la euaión integro-diferenial, un término que proviene de laposibilidad de que un gluón emita un gluón real. Esto es así porque, en QCD, estamos en una teoría noabeliana y existen interaiones entre los bosones intermediarios de la fuerza; en QED hay un términosimilar de fotón a fotón, pero sólo da uenta de la propagaión de un fotón mediante una funión
δ(1− z), en QCD ese término también existe, ya que se da la posibilidad de que el gluón ontinúe ontodo su momento, pero habrá otros adiionales.Quark emitiendo un gluón realPara el aso en el que el quark emite un gluón real modi�amos las euaiones (27) y (28) de formasimilar a omo hiimos on (42) y (43), pero de forma que tengamos q2 = 0 a orden p2


⊥, obteniendo
q =


(


zp, p⊥, 0, zp− p2
⊥


2zp


)


, (52)
k =


(


(1 − z)p,−p⊥, 0, (1 − z)p +
p2
⊥


2zp


)


, (53)y así obtenemos, a orden p2
⊥, q2 = 0 y k2 = − p⊥2


z .Ahora la seión e�az viene dada por
σ =


1


(1 + vX)2p2EX


∫


d3q


(2π)3
1


2q0


∫


d
∏


Y


[


1


2


1


3


∑


|M |2
](


1


k2


)2


|MqX |2, (54)on la singularidad, en este aso, uando el gluón virtual y el quark iniial son olineales (k → 0).Siguiendo los mismos pasos dados anteriormente se llega a
σ =


∫ 1


0


dz


∫


dp2
⊥


p2
⊥


4


3


αs(Q
2)


2π


[


1 + (1 − z)2


z


]


σ(qX → Y ), (55)donde el quark intermedio lleva una fraión longitudinal (1− z) ≡ x. Finalmente obtenemos, similar-mente a omo se hizo antes, la siguiente funión de estrutura para el quark
fq(z) =


2αs(Q
2)


3π
log
( s


m2


)


[


1 + x2


1 − x


]


. (56)El problema on fórmula (56) es su singularidad uando x = 1, es deir, no da uenta de laposibilidad de que el quark ontinúe su amino sin radiar nada, lo ual lo modi�aría mediante laintroduión en los dos primeros órdenes en αs(Q
2) de una funión delta, quedando


fq(z) = δ(−x) +
2αs(Q


2)


3π
log
( s


m2


)


[


1 + x2


(1 − x)+
− Aδ(1 − x)


]


, (57)donde la funión 1/(1 − x)+ está de�nida de la siguiente forma
∫ 1


0


f(x)


(1 − x)+
=


∫ 1


0


f(x) − f(1)


(1 − x)
, (58)para eliminar divergenias en x = 1 y el fator que multiplia a la delta a orden αs(Q


2) se hallamediante la ondiión
∫ 1


0


dz z [Pq←q(z) + Pg←q(z)] =


∫ 1


0


dz
4z


3


[


1 + z2


(1 − z)+
− Aδ(1 − z) +


1


z
+


(1 − z)2


z


]


= 0 ⇒


⇒
∫ 1


0


dz


[


z + z3 − 2


1 − z
+ 1 + (1 − z)2


]


= A,


(59)13







obteniéndose así A = −3/2 (esta ondiión se utiliza para garantizar que el momento total del protónno varía on el tiempo, aunque no se demuestra).Con esto, aunque la funión de estrutura para el quark siga siendo singular a x = 1, está orre-tamente normalizada dando ∫ 1


0
fq(x) = 1.Funión de separaión Pq←qDel mismo modo que se hizo anteriormente para el aso en el que se emitía un quark real, ahorapodemos ver ómo evoluiona la funión de estrutura del quark por la emisión de un gluón real apartir de un quark (y posteriormente habrá que añadir el aso de emisión por parte de un gluón.Siguiendo exatamente los mismos pasos que antes se llega �nalmente a


d


d log Q
fq(x, Q) =


αs(Q
2)


π


∫ 1


z


dz


z
Pq←q(z)fq(x/z, Q), (60)donde


Pq←q(z) =
4


3


[


1 + z2


(1 − z)+
+


3


2
δ(1 − z)


]


. (61)Aquí no habría que sumar a todos los (anti)quarks, ya que ahora estamos teniendo en uenta lafunión de estruutura a un quark determinado, y no omo antes, que teníamos ontribuiones de todoel oletivo de quarks para la funión de estrutura de los gluones.Creaión de una pareja quark-antiquark por un gluónAhora onsideramos el diagrama
p


q


k


g


q


q̄


on los uadrimomentos
p = (p, 0, 0, p) , (62)
q ≈ (zp, p⊥, 0, zp) , (63)
k ≈ ((1 − z)p,−p⊥, 0, (1 − z)p)) . (64)Suponiendo que el quark saliente es a izquierdas (y por tanto el antiquark a derehas) tenemos
iM = ūL(k)(−igsγµta)vL(q)εµ


T (p). (65)Si usamos la expresión de γµ en funión de las matries de Pauli y que
uL(r) =


√
2r0


(


ξ(p)
0


)


, (66)podemos esribir
iM = −igst


a
√


2(1 − z)p
√


2pξ†(k)σiξ(q)εi
T (p). (67)Los espinores, a primer orden en p⊥, son


ξ(q) =


( −p⊥


2zp


1


)


, ξ(k) =


( p⊥


2(1−z)p


1


)


, (68)14







y los vetores de polarizaión del gluón real inidente
εi


L(q) = 1√
2


(1,−i, 0) , εi
R(q) = 1√


2
(1, i, 0) , (69)por lo tanto podemos alular el elemento de matriz para los proesos gL → qLq̄R y gR → qLq̄R. Parael primero de ellos tenemos


ξ†(k)σiξ(p)εi
L =


1√
2
ξ†(k)


(


σ1 − iσ2
)


ξ(q) =


=
1√
2
ξ†(k)


(


2σ−
)


ξ(q) =


=
1√
2


(


p⊥
2(1 − z)p


, 1


)


(


2σ−
)


( −p⊥


2zp


1


)


=


=
1√
2


(


p⊥
2(1 − z)p


, 1


)(


0 0
2 0


)( −p⊥


2zp


1


)


=


=
1√
2


(


p⊥
2(1 − z)p


, 1


)(


0
−p⊥


zp


)


=


= − p⊥√
2zp


(70)
de donde


iM(gL → qLq̄R) = igst
a


√


2(1 − z)z


z
p⊥ (71)y por lo tanto


|M |2(gL → qLq̄R) = g2
str[tata]p2


⊥
2(1 − z)


z
. (72)En el aso de que el gluón esté polarizado a derehas tenemos algo similar, pero en este aso nosvolvemos a enontrars on el operador σ+ en lugar del σ−, quedando


ξ†(k)σiξ(p)εi
R =


1√
2
ξ†(k)


(


σ1 + iσ2
)


ξ(q) =


=
1√
2
ξ†(k)


(


2σ+
)


ξ(q) =


=
1√
2


(


p⊥
2(1 − z)p


, 1


)


(


2σ+
)


( −p⊥


2zp


1


)


=


=
1√
2


(


p⊥
2(1 − z)p


, 1


)(


0 2
0 0


)( −p⊥


2zp


1


)


=


=
1√
2


(


p⊥
2(1 − z)p


, 1


)(


2
0


)


=


=
p⊥√


2(1 − z)p


(73)
y de aquí llegamos a


iM(gR → qLq̄L) = −igst
a


√


2(1 − z)z


(1 − z)
p⊥. (74)y por tanto


|M |2(gR → qLq̄L) = g2
str[tata]p2


⊥
2z


(1 − z)
. (75)Para omputar el elemento de matriz promediamos on un fator 1
2 para la polaridad del gluón y


1
8 para los olores del gluón inidente. Además se emplea que 1


8 tr[tata] = 1
2 , obteniendo así


1


2


1


8


∑


|M |2 =
g2


sp2
⊥


z(1 − z)


[


z2 + (1 − z)2
]


. (76)15







Funión de separaión Pq←gConsideramos ahora la ontribuión del vértie que estamos estudiando a la funión de estruturade un gluón. Ahora el equivalente a la euaión (48) es
αs(Q


2)


4π


dp2
⊥


p2
⊥


[


z2 + (1 − z)2
]


, (77)lo que nos da
d


d log Q
fq(x, Q) =


αs(Q
2)


π


∫ 1


x


dz


z
Pq←q(z)fg(x, Q), (78)donde


Pq←g(z) =
1


2


[


z2 + (1 − z)2
]


. (79)Gluón radiando un gluónEste proeso (al ontrario que los otros tres) no tiene análogo en QED. En esta oasión tenemos eldiagrama on tres gluones
p


q


kon los uadrimomentos dados de manera aproximada (a primer orden en p⊥) por
p = (p, 0, 0, p) , (80)
q ≈ (zp, p⊥, 0, zp) , (81)
k ≈ ((1 − z)p,−p⊥, 0, (1 − z)p)) . (82)Los vetores de polarizaión son para los tres gluones los siguientes


εR(p) = 1√
2


(1, i, 0) εL(p) =
1√
2


(1,−i, 0) , (83)
ε∗R(q) = 1√


2


(


1,−i,− p⊥


zp


)


ε∗L(q) =
1√
2


(


1, i,−p⊥
zp


)


, (84)
ε∗R(k) = 1√


2


(


1,−i, p⊥


(1−z)p


)


ε∗L(k) =
1√
2


(


1, i,
p⊥


(1 − z)p


)


. (85)El elemento de matriz del diagrama viene dado por (véase fórmula A.11 del Peskin)
iM = gsfabc


[


−gµν(q + p)λ + gνλ(p + k)µ + gλµ(q − k)ν
]


εν(p)ε∗µ(q)ε∗λ(k), (86)donde las ontraiones entre las sumas de uadrimomentos y los vetores de polarizaión resultanindependientes de la heliidad de los gluones, resultando
(q + p) · ε∗(k) =


√
2p⊥


1


1 − z
, (87)


(p + k) · ε∗(q) = −
√


2p⊥
1


z
, (88)


(q − k) · ε(p) =
√


2p⊥. (89)16







Las ontraiones entre los propios veores de polarizaión sí que presentan dependenia on laheliidad de los gluones, obteniéndose
εR(p) · ε∗R(q) = εR(p) · ε∗R(k) = 1, (90)
εR(p) · ε∗L(q) = εR(p) · ε∗L(k) = 0, (91)
ε∗R(q) · ε∗R(k) = ε∗L(q) · ε∗L(k) = 0 + O(p2


⊥), (92)
ε∗R(q) · ε∗L(k) = ε∗L(q) · ε∗R(k) = 1 + O(p2


⊥). (93)Como antes, nos entramos en proesos de heliidad de�nida y onsideramos sólo los proesos
gR → gRgR, gR → gRgL, gR → gLgR, gR → gLgL, siendo los uatro restantes on heliidad aizquierdas del gluón iniial equivalentes a estes por simetría. Con lo visto anteriormente es inmediatoobtener
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√
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p⊥, (95)
iM(R → LR) = −


√
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z
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)


p⊥, (96)
iM(R → LL) = 0. (97)(98)Por tanto, teniendo en uenta todas las ombinaiones de heliidades de los gluones y promediandoen polaridad y olor para el gluón inidente tenemos
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, (99)si ponemos ∑
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1


2


1


8


∑


|M |2 =
12α2


sp
2
⊥


4πz(1 − z)


[


1 − z


z
+


z


1 − z
+ z(1 − z)


]


. (100)Funión de separaión Pg←gAhora el equivalente a la euaión (48) es
αs(Q
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4π


dp2
⊥
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12


[


1 − z
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+
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1 − z
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, (101)de donde
Pg←g(z) = 6


[


1 − z


z
+


z


1 − z
+ z(1 − z)


]


, (102)donde de nuevo se enuentran singularidades al integrar esa funión entre 0 y 1 que deben ser tratadasde modo análogo a ómo hiimos on Pq←q(z). De ese modo utilizamos la funión 1/(1 − z)+ yenontramos una funión delta on un fator multipliándola que tenemos que alular mediante laondiión
∫ 1


0


dz z (2nfPq←g(z) + Pg←g(z)) = 0, (103)que garantiza, al igual que en la ondiión utilizada anteriormente, que el momento total del protónno varía. El fator 2nf viene de onsiderar todas las parejas quark-antiquark existentes en la teoría.
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La onstante que aompaña a la delta se obtiene mediante
∫ 1


0


dz z [2nfPq←g(z) + Pg←g(z)] =


=
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(104)Haiendo la integral, apliando que z2


(1−z)+
= z2−1


1−z se obtiene A =
nf


18 − 11
12 , on lo que la euaión(102) se modi�a a
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. (105)Euaiones de Altarelli-ParisiSi haemos un ompendio de lo visto en la última seión, agrupando todos los fatores que on-tribuyen a la evoluión de las funiones para quarks y gluones en los hadrones, obtenemos las llamadaseuaiones de Altarelli-Parisi, que desriben mediante un onjunto de euaiones integro-diferenialesaopladas la evoluión de las distribuiones partónias para ada sabor de (anti)quark y los gluones
d
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, (106)
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[Pq←q(z)fi(x/z, Q) + Pq←gfg(x/z, Q)] , (107)donde el índie i vale para todos los sabores de quarks y antiquarks. Las funiones que dan uenta dela ontribuión de (anti)quarks y gluones a la euaión para la funión de distribuión de (anti)quarksy gluones son
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, (108)
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, (109)
Pq←g(z) =
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, (110)
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12
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18


)


δ(1 − z)


]


. (111)Estas euaiones predien una evoluión de las funiones de distribuión partónias muy araterís-tia y un ejemplo a distintas energías se puede ver en la �gura 5. Los partones on x grande tiendena radiar a valores menores de x uando aumenta la energía. En la �gura 6 se ve la evoluión de unavariable que depende de las funiones de distribuión respeto a Q2, omparado on un modelo queevoluiona de auerdo on las euaiones de Altarelli-Parisi; los datos pareen oinidir bien.Estas euaiones también predien que uanto más aumenta Q2 (es deir, uanto más pequeña esla esala a la que estamos estudiando el hadrón) las distribuiones de partones aumentan rápidamentea x pequeño. Esto se puede entender omo un hadrón que tiene ada vez más y más onstituyentesompartiendo el momento total a medida que investigamos a menores esalas.
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Figura 5: La funión de distribuión para el quark u (multipliada por x) a tres energías distintas,dadas en GeV .7. Proeso de Drell-YanEl álulo a orden más bajo de este proeso se da aquí omo ejemplo ilustrativo de ómo lasfuniones de distribuión partónias fi(ξ, Q
2) estudiadas antes entran en juego en las interaiones deQCD.Si haemos olisionar hadrones a muy alta energía, la mayor parte de las olisiones involuraránsólo transferenias pequeñas de momento entre quarks y gluones, pero algunas de ellas involurarántransferenias de alta energía y momento, on lo ual se puede emplear el método perturbativo parael estudio de éstas, introduiendo para ello las funiones de distribuión partónias estudiadas anteri-ormente. Se debería enontrar una fórmula similar a la del modelo de partones a orden dominante.Para el aso del hoque de dos protones en los que interaiona un quark y un antiquark la preiióna orden dominante de QCD es muy similar a la obtenida para el modelo partones, teniendo en uentala existenia ahora de dos partones (uno en ada protón)
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2
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σ (qi (x1P1) + q̄i (x2P2) → Y ) , (112)donde Y es un par de leptón y antileptón, X un estado hadrónio, xi son fraiones de distribuión demomento y fq(xi, Q
2) funiones de distribuión del quark q, dependiente de la energía de la reaióny de la fraión de momento.Podemos estudiar la reaión esquematizada en la �gura siguiente:


x1P1 տx2P2


q↑


P1 P2


l+ l−


Básiamente aquí tenemos la misma reaión que en el modelo de partones (o que en el proeso
qq̄ → l+l−) on los momentos de los quarks dados por las distribuiones de probabilidad partónias19







Figura 6: Dependenia on Q2 de la funión ∑f xQ2
fff (x, Q2) para diversos valores de x.de los mismos dentro de su respetivo protón. La únia diferenia a añadir en la seión e�az (3) sondos fatores 1/3 debido al promedio en la arga de olor de los dos quarks iniiales. Con esto


σ(qiq̄i → l+l−) =
1


3
Q2


i


4πα2


3s
, (113)donde las variables inemátias son las que se estudian aquí, y dependerán de las funiones de dis-tribuión partónias.Trabajaremos en el entro de masas de los dos protones iniiales y on dos variables que introdui-mos ahora. La primera de ellas es el uadrado de la masa invariante del proeso (M2 = q2), que sepuede alular fáilmente midiendo el uadrimomento de los dos leptones expulsados en el mismo; engeneral esperamos que los partones iniiales trans�eran poo momento transverso, pero sí una granantidad de momento longitudinal. La otra antidad a usar será la rapidez (Y ) del fotón virtual, queen el sistema de entro de masas de los protones se de�ne omo q0 = M coshY .La inemátia del proeso de Drell-Yan para los protones es


P1 = (E, 0, 0, E), (114)
P2 = (E, 0, 0,−E), (115)de donde, omo el momento transverso es pequeño, podemos esribir


q = x1P1 + x2P2 = ((x1 + x2)E, 0, 0, (x1 − x2)E) , (116)20







on lo que M2 = q2 = 4x1x2E
2.Además, para la rapidez, tenemos
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, (117)de donde, por la de�niión del oseno hiperbólio, eY =
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.Con estas euaiones podemos esribir las fraiones de momento x1 y x2 en funión de las anti-dades observables M , Y y E, quedando
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e−Y , (119)lo que nos permite esribir, �nalmente, la seión e�al diferenial �nal (112) omo
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. (120)El problema es que esta fórmula no puede ser omprobada on el experimento, ya que se debentener en uenta orreiones a orden mayor en αs y α que no son despreiables en absoluto.
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